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ÎÁÙÀß ÕÀ�ÀÊÒÅ�ÈÑÒÈÊÀ �ÀÁÎÒÛÄèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ðàçðàáîòêå àëãîðèòìîâ ÷èñëåííîãîðåøåíèÿ íåâûïóêëûõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè ñ îãðàíè÷åíèÿìè òèïà ðàâåíñòâà,à òàêæå çàäà÷, íåïîñðåäñòâåííî ñ íèìè ñâÿçàííûõ (çàäà÷ äîïîëíèòåëüíîñòè,äâóõóðîâíåâîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ñèñòåì óðàâíåíèé).Àêòóàëüíîñòü òåìû. Ñðåäè íåâûïóêëûõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè íàèáîëååñëîæíûìè äëÿ ðåøåíèÿ, ïî ìíåíèþ ìíîãèõ ñïåöèàëèñòîâ, ÿâëÿþòñÿ çàäà÷è ñíåëèíåéíûìè îãðàíè÷åíèÿìè-ðàâåíñòâàìè, â êîòîðûõ, êàê ïðàâèëî, çàòðóä-íèòåëüíî íàõîæäåíèå äàæå äîïóñòèìîé òî÷êè. Â ïîñòàíîâêàõ òàêèõ çàäà÷îãðàíè÷åíèÿ ÷àñòî çàäàþòñÿ �óíêöèÿìè, ïðåäñòàâèìûìè â âèäå ðàçíîñòèäâóõ âûïóêëûõ �óíêöèé (d.
. �óíêöèÿìè). Øèðîêèé ñïåêòð ïðèëîæåíèéíåâûïóêëûõ çàäà÷ â ýêîíîìèêå è òåõíèêå îáóñëàâëèâàåò íåîáõîäèìîñòü ðàç-ðàáîòêè ý��åêòèâíûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ èõ ðåøåíèÿ.Äëÿ áîëüøèíñòâà ñóùåñòâóþùèõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ ñ ðàâåíñòâàìè(ìåòîäû ïðèâåäåííûõ ãðàäèåíòîâ, ëèíåàðèçàöèè, SQP-ìåòîäû, ðàçëè÷íûåäâîéñòâåííûå ìåòîäû) èçâåñòíû ðåçóëüòàòû î ñõîäèìîñòè ëèøü ê ëîêàëüíî-ìó ýêñòðåìóìó. Èñêëþ÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ ìåòîä øòðà�îâ è ðàçëè÷íûå åãî ìî-äè�èêàöèè, ãäå ñõîäèìîñòü íîñèò ãëîáàëüíûé õàðàêòåð (ñì. ðàáîòû A. Ôè-àêêî è �. Ìàê-Êîðìèêà, �. Êóðàíòà, Ó. Ìþððåÿ, �. Ôëåò÷åðà è äð.). Çäåñüâñå òðóäíîñòè ïåðåíåñåíû íà ýòàï ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ áåçóñëîâ-íîé ìèíèìèçàöèè, êîòîðûå îáû÷íî ÿâëÿþòñÿ íåâûïóêëûìè, ÷òî çàòðóäíÿåòïîèñê èõ ðåøåíèé. Íåäîñòàòîê ìåòîäà ñâÿçàí ñ íåîáõîäèìîñòüþ áåñêîíå÷-íîãî óâåëè÷åíèÿ ïàðàìåòðà øòðà�à, â ðåçóëüòàòå ÷åãî øòðà�íàÿ �óíêöèÿïðèîáðåòàåò �îâðàæíûé� õàðàêòåð, à âëèÿíèå èñõîäíîé öåëåâîé �óíêöèèïðàêòè÷åñêè èñ÷åçàåò.Äðóãîå íàïðàâëåíèå â ìåòîäàõ øòðà�îâ, ïîëó÷èâøåå ñâîå ðàçâèòèå â ðà-áîòàõ È.È. Åðåìèíà, Â.Ô. Äåìüÿíîâà, Î.Ë. Ìàíãàñàðüÿíà, Ó.È. Çàíãâèëëà èäð., ñâÿçàíî ñ ïîñòðîåíèåì òî÷íûõ øòðà�íûõ �óíêöèé, êîãäà îäíîêðàòíàÿáåçóñëîâíàÿ îïòèìèçàöèÿ ñðàçó æå äàåò ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è. Îäíàêîòî÷íûå øòðà�íûå �óíêöèè, êàê ïðàâèëî, îêàçûâàþòñÿ íåäè��åðåíöèðóå-ìûìè, ÷òî ñîçäàåò äîïîëíèòåëüíûå ñëîæíîñòè ïðè èõ ìèíèìèçàöèè.Â öåëîì ìîæíî êîíñòàòèðîâàòü, ÷òî ïðîáëåìà ïîèñêà ãëîáàëüíîãî ðåøå-íèÿ çàäà÷ ñ îãðàíè÷åíèÿìè-ðàâåíñòâàìè î÷åíü ñëîæíà è óäîâëåòâîðèòåëü-íûõ óíèâåðñàëüíûõ ñïîñîáîâ åå ðåøåíèÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ íå ñóùåñòâóåò.Ïîýòîìó íà äàííîì ýòàïå ðàçâèòèÿ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ íåâûïóê-ëûõ çàäà÷ ïðèîðèòåòíûì íàïðàâëåíèåì ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå è ðåøåíèåñïåöèàëüíûõ êëàññîâ çàäà÷ ñ ó÷åòîì èõ ñïåöè�èêè è ñâîéñòâ.Òàêèì îáðàçîì, àêòóàëüíîñòü èññëåäîâàíèé, ïðåäñòàâëåííûõ â äèññåð-òàöèè, îïðåäåëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòüþ ðàçðàáîòêè ý��åêòèâíûõ ÷èñëåííûõ3



àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ íåâûïóêëûõ çàäà÷ ñ íåëèíåéíûìè îãðàíè÷åíèÿìè-ðàâåíñòâàìè ñ îáîñíîâàíèåì èõ ãëîáàëüíîé ñõîäèìîñòè. Öåëåñîîáðàçíîñòüðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷ òàêæå îáóñëîâëåíà íàëè÷èåì áîëüøîãî êîëè÷åñòâàïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé, íàïðèìåð, â òåîðèè ðûíî÷íîãî ðàâíîâåñèÿ, òåð-ìîäèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè, ïðè ìîäåëèðîâàíèè ýêîíîìè÷åñêèõ è ýêîëî-ãè÷åñêèõ ñèñòåì.Ïðåäìåò è îáúåêò èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå èññëåäîâàíû ëèíåéíàÿ çà-äà÷à äîïîëíèòåëüíîñòè, ëèíåéíàÿ äâóõóðîâíåâàÿ çàäà÷à, íåëèíåéíûå óðàâ-íåíèÿ è ñèñòåìû íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé.Êàê èçâåñòíî, ëèíåéíàÿ çàäà÷à äîïîëíèòåëüíîñòè (ËÇÄ) ñîäåðæèò â ñåáåòàê íàçûâàåìîå êîìïëåìåíòàðíîå íåëèíåéíîå îãðàíè÷åíèå-ðàâåíñòâî. Òåî-ðèÿ ëèíåéíîé äîïîëíèòåëüíîñòè, âïåðâûå ïðåäñòàâëåííàÿ â ðàáîòàõ �. Êîòò-ëà, Äæ. Äàíöèãà, Ê. Ëåìêå, èíòåíñèâíî ðàçâèâàåòñÿ ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ,îäíàêî íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ðàáîò òðàäèöèîííî ïîñâÿùåíî ìåòîäàì ðå-øåíèÿ ËÇÄ ñ íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííûìè ìàòðèöàìè è ñ ìàòðèöàìè,èìåþùèìè ïîëîæèòåëüíûå ãëàâíûå ìèíîðû. Â äèññåðòàöèè ðàçðàáîòàí àë-ãîðèòì ðåøåíèÿ çíà÷èòåëüíî áîëåå ñëîæíîé ËÇÄ: ñî çíàêîíåîïðåäåëåííîéìàòðèöåé.Ëèíåéíàÿ äâóõóðîâíåâàÿ çàäà÷à (ñì. ðàáîòû Þ.Á. �åðìåéåðà, C. Äåì-ïå, Äæ. Áàðäà, Ï. Õàíñåíà, Ì. Êàìïåëî) ìîæåò áûòü èíòåðïðåòèðîâàíà êàêíåêîòîðîå óñëîæíåíèå ËÇÄ, ïîñêîëüêó ðåçóëüòàòîì ñâåäåíèÿ äâóõóðîâíåâîéçàäà÷è ê îïòèìèçàöèîííîé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à ñ ëèíåéíîé öåëåâîé �óíêöèåéè êîìïëåìåíòàðíûì îãðàíè÷åíèåì, ñõîäíûì ñ ËÇÄ. Êðîìå òîãî, îäíèì èçâîçìîæíûõ ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ ëèíåéíîé äâóõóðîâíåâîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿåå ñâåäåíèå ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ ëèíåéíîé äîïîë-íèòåëüíîñòè. Â òî æå âðåìÿ çàäà÷à, âêëþ÷àþùàÿ â ñåáÿ ïîìèìî êîìïëåìåí-òàðíîãî îãðàíè÷åíèÿ öåëåâóþ �óíêöèþ, îêàçûâàåòñÿ çíà÷èòåëüíî ñëîæíååËÇÄ è òðåáóåò äàëüíåéøåãî ðàçâèòèÿ òåîðèè ðåøåíèÿ çàäà÷ ñ ðàâåíñòâàìè.Â äèññåðòàöèè èññëåäîâàíû ñâîéñòâà çàäà÷ ñ îãðàíè÷åíèÿìè-ðàâåíñòâàìè, çàäàííûìè d.
. �óíêöèÿìè, à òàêæå ðàçðàáîòàíû ìåòîäûðåøåíèÿ d.
. óðàâíåíèé è ñèñòåì d.
. óðàâíåíèé, êîòîðûå ìîãóò áûòüèñïîëüçîâàíû äëÿ íàõîæäåíèÿ äîïóñòèìûõ òî÷åê â íåëèíåéíûõ çàäà÷àõ ñðàâåíñòâàìè.Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ óêàçàííûõ çàäà÷, ðàçðà-áîòêà ý��åêòèâíûõ àëãîðèòìîâ èõ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ è àïðîáàöèÿ ðàçðà-áîòàííûõ ìåòîäîâ íà èçâåñòíûõ èç ëèòåðàòóðû òåñòîâûõ ïðèìåðàõ.Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ àïïàðàò ìàòåìàòè÷åñêî-ãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, òåîðèÿ âûïóêëîãî àíàëèçà, à òàêæå ýëåìåíòû òåîðèèãëîáàëüíîãî ýêñòðåìóìà, îñíîâàííîé íà óñëîâèÿõ ãëîáàëüíîé îïòèìàëüíîñòè4



À.Ñ. Ñòðåêàëîâñêîãî.Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Äëÿ ðåøåíèÿ èçâåñòíûõ çàäà÷ ñ ðàâåíñòâàìè ðàçðà-áîòàíû íîâûå ìåòîäû, ïîçâîëÿþùèå íàõîäèòü ðåøåíèå â ñèòóàöèÿõ, êîãäàñòàíäàðòíûå ìåòîäû îêàçûâàþòñÿ íåý��åêòèâíûìè: äëÿ ðåøåíèÿ ëèíåéíîéçàäà÷è äîïîëíèòåëüíîñòè � â ñëó÷àå çíàêîíåîïðåäåëåííûõ ìàòðèö; äëÿ ëè-íåéíûõ äâóõóðîâíåâûõ çàäà÷ � â ñëó÷àå áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ïåðåìåííûõ;äëÿ ðåøåíèÿ d.
. óðàâíåíèé � â ñëó÷àå, êîãäà òðåáóåòñÿ íàéòè êîðåíü, áëè-æàéøèé ê îäíîé èç ãðàíèö ðàññìàòðèâàåìîãî èíòåðâàëà.Â ðåçóëüòàòå èññëåäîâàíèé äëÿ ëèíåéíîé çàäà÷è äîïîëíèòåëüíîñòè ïîëó-÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû: ïðåäëîæåíû è îáîñíîâàíû íîâûå àëãîðèòìûëîêàëüíîãî è ãëîáàëüíîãî ïîèñêîâ ñ èçìåíÿþùèìèñÿ, íî ñîãëàñîâàííûìèïàðàìåòðàìè òî÷íîñòåé ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ íà îñíîâå óñëîâèéãëîáàëüíîé îïòèìàëüíîñòè â çàäà÷àõ d.
. ìèíèìèçàöèè; ñîçäàíà è ïðîòåñòè-ðîâàíà ïðîãðàììà, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò ðåøàòü ËÇÄ äî ðàçìåðíîñòè 400 ñîçíàêîíåîïðåäåëåííûìè ìàòðèöàìè.Èññëåäîâàíà âçàèìîñâÿçü ëèíåéíîé äâóõóðîâíåâîé çàäà÷è ñ âîçìóùåí-íîé îäíîóðîâíåâîé çàäà÷åé ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ d.
.îãðàíè÷åíèåì-ðàâåíñòâîì â óñëîâèÿõ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è íèæ-íåãî óðîâíÿ. Îáîñíîâàíà âçàèìîñâÿçü çàäà÷è ñ d.
. îãðàíè÷åíèåì-ðàâåíñòâîìè çàäà÷è ñ d.
. îãðàíè÷åíèåì-íåðàâåíñòâîì. �àçðàáîòàíû íîâûå àëãîðèò-ìû ëîêàëüíîãî è ãëîáàëüíîãî ïîèñêîâ ðåøåíèé â ëèíåéíîé äâóõóðîâíå-âîé çàäà÷å íà îñíîâå óñëîâèé ãëîáàëüíîé îïòèìàëüíîñòè äëÿ çàäà÷ ñ d.
.îãðàíè÷åíèåì-ðàâåíñòâîì. Ïðîãðàììíî ðåàëèçîâàí ìåòîä ðåøåíèÿ äâóõ-óðîâíåâûõ çàäà÷ âûñîêîé ðàçìåðíîñòè.Ïðåäëîæåí è îáîñíîâàí ìåòîä íàõîæäåíèÿ êîðíÿ d.
. óðàâíåíèÿ ñî ìíî-ãèìè íåèçâåñòíûìè, êîòîðûé ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ íàõîæäåíèÿ äî-ïóñòèìîé òî÷êè â çàäà÷å ñ ðàâåíñòâîì, íàèëó÷øåé ñ òî÷êè çðåíèÿ öåëåâîé�óíêöèè. �àçðàáîòàí àëãîðèòì ðåøåíèÿ ñèñòåì d.
. óðàâíåíèé, îñíîâàííûéíà òåîðèè ãëîáàëüíîãî ïîèñêà â çàäà÷àõ d.
. ìèíèìèçàöèè.Äîñòîâåðíîñòü ïîëó÷åííûõ â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòîâ îáóñëîâëåíàñòðîãîñòüþ ìàòåìàòè÷åñêèõ äîêàçàòåëüñòâ, èñïîëüçîâàíèåì àïðîáèðîâàí-íûõ íàó÷íûõ ìåòîäîâ è ñðåäñòâ, ïîëíîòîé è êîððåêòíîñòüþ èñõîäíûõ ïî-ñûëîê è ïîäòâåðæäàåòñÿ ðåçóëüòàòàìè âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ.Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû. Òåîðåòè÷åñêèåðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè, â ÷àñòíîñòè àëãîðèòìû ãëîáàëüíîãî ïîèñêà, ìîãóòáûòü èñïîëüçîâàíû ïðè èññëåäîâàíèè áîëåå ñëîæíûõ çàäà÷ äîïîëíèòåëüíî-ñòè è çàäà÷ ñ äâóõóðîâíåâîé ñòðóêòóðîé.Ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â âîçìîæíîñòè ïðèìåíå-íèÿ ðàçðàáîòàííûõ àëãîðèòìîâ äëÿ ðåøåíèÿ è èññëåäîâàíèÿ çàäà÷, âîçíè-5



êàþùèõ â ïðèëîæåíèÿõ: çàäà÷è ýêîíîìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ, ïëàíèðîâàíèÿïðîèçâîäñòâà, êîíòàêòíûõ çàäà÷ â òåõíèêå è ò.ä.Èññëåäîâàíèÿ ïî òåìå äèññåðòàöèè ïðîâîäèëèñü â ðàìêàõ ïðîåêòîâ ïîïðîãðàììàì ÑÎ �ÀÍ: �Ïîèñê ãëîáàëüíûõ ðåøåíèé â íåâûïóêëûõ çàäà-÷àõ èññëåäîâàíèÿ îïåðàöèé è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ� (� ãîñ. ðåãèñòðà-öèè 01.2.007 08581) ñ 2007 ïî 2009 ãã., ïðîãðàììà �Ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåî-ðèÿ óïðàâëåíèÿ ïðè âîçìóùåíèÿõ è íåîïðåäåëåííîñòè�; �Íåëîêàëüíûå ìå-òîäû â òåîðèè óïðàâëåíèÿ äèíàìè÷åñêèìè ñèñòåìàìè� (� ãîñ. ðåãèñòðàöèè01201001345) â 2010 ã., ïðîãðàììà �Òåîðèÿ óïðàâëåíèÿ äèíàìè÷åñêèìè ñè-ñòåìàìè è ìåòîäû èõ èññëåäîâàíèÿ�; à òàêæå â ðàìêàõ êîìïëåêñíîãî èí-òåãðàöèîííîãî ïðîåêòà ÑÎ �ÀÍ 1.3 �Èññëåäîâàíèå çàäà÷ äâóõóðîâíåâîãî èðàâíîâåñíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ� (2006�2008 ãã.) è ïðîåêòà �ÔÔÈ � 05-01-00110-à �Íåâûïóêëûå çàäà÷è îïòèìèçàöèè, èññëåäîâàíèÿ îïåðàöèé è îïòè-ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ� (2005�2007 ãã.).Ñîîòâåòñòâèå äèññåðòàöèè ïàñïîðòó íàó÷íîé ñïåöèàëüíîñòè. Âñîîòâåòñòâèè ñ ïàñïîðòîì ñïåöèàëüíîñòè 05.13.01 � Ñèñòåìíûé àíàëèç,óïðàâëåíèå è îáðàáîòêà èí�îðìàöèè (â òåõíèêå, ýêîëîãèè è ýêîíîìèêå) âäèññåðòàöèè ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå ñëîæíûõ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷ èðàçðàáîòàíî ñïåöèàëüíîå ìàòåìàòè÷åñêîå è ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå äëÿèõ ðåøåíèÿ (ïï. 1, 4, 5 îáëàñòè èññëåäîâàíèé).Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñüíà åæåãîäíûõ øêîëàõ-ñåìèíàðàõ ìîëîäûõ ó÷åíûõ �Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäå-ëèðîâàíèå è èí�îðìàöèîííûå òåõíîëîãèè� (Èðêóòñê�Àíãàñîëêà, 2005�2007,2010); XIII, XIV Áàéêàëüñêèõ ìåæäóíàðîäíûõ øêîëàõ-ñåìèíàðàõ �Ìåòî-äû îïòèìèçàöèè è èõ ïðèëîæåíèÿ� (Èðêóòñê�Ñåâåðîáàéêàëüñê, 2005, 2008);Âñåðîññèéñêîé êîí�åðåíöèè �Ìàòåìàòèêà, èí�îðìàòèêà, óïðàâëåíèå� (Èð-êóòñê, 2005); åæåãîäíûõ êîí�åðåíöèÿõ �Ëÿïóíîâñêèå ÷òåíèÿ è ïðåçåíòàöèÿèí�îðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé� â ÈÄÑÒÓ ÑÎ �ÀÍ (Èðêóòñê, 2006, 2008�2010); II Âñåðîññèéñêîé êîí�åðåíöèè ñ ìåæäóíàðîäíûì ó÷àñòèåì �Èí�î-êîììóíèêàöèîííûå è âû÷èñëèòåëüíûå òåõíîëîãèè è ñèñòåìû� (Óëàí-Óäý�Áàéêàë, 2006); III, IV Âñåðîññèéñêèõ êîí�åðåíöèÿõ �Ïðîáëåìû îïòèìèçàöèèè ýêîíîìè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ� (Îìñê, 2006, 2009); II Ìåæäóíàðîäíîé êîí-�åðåíöèè ïî îïòèìèçàöèè è îïòèìàëüíîìó óïðàâëåíèþ (Ìîíãîëèÿ, Óëàí-Áàòîð, 2007); �îññèéñêîé êîí�åðåíöèè �Äèñêðåòíàÿ îïòèìèçàöèÿ è èññëå-äîâàíèå îïåðàöèé� (Âëàäèâîñòîê, 2007).�åçóëüòàòû äèññåðòàöèè îáñóæäàëèñü íà íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ Èíñòèòóòàäèíàìèêè ñèñòåì è òåîðèè óïðàâëåíèÿ ÑÎ �ÀÍ, Êà�åäðû èññëåäîâàíèÿîïåðàöèé �àêóëüòåòà Âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è êèáåðíåòèêè Ì�Ó èì.Ì.Â. Ëîìîíîñîâà (ðóêîâîäèòåëü ïðî�. À.Ô. Èçìàèëîâ).6



Ïóáëèêàöèè è ëè÷íûé âêëàä àâòîðà. Ïî ìàòåðèàëàì äèññåðòàöèèîïóáëèêîâàíî 12 ðàáîò, ñïèñîê êîòîðûõ ïðèâåäåí â êîíöå àâòîðå�åðàòà. Â÷èñëî óêàçàííûõ ðàáîò âõîäÿò ñòàòüè [1�3℄, îïóáëèêîâàííûå â æóðíàëàõ,ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ �Ô. Âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè, âûíîñèìûå íà çà-ùèòó, ïîëó÷åíû Å.�. Ïåòðîâîé ñàìîñòîÿòåëüíî è íå çàòðàãèâàþò èíòåðåñûèíûõ ëèö. Èç ñîâìåñòíûõ ïóáëèêàöèé ñ À.Ñ. Ñòðåêàëîâñêèì, Å.Ñ. Ìàçóð-êåâè÷, Ò.Â. �ðóçäåâîé íà çàùèòó âûíîñÿòñÿ òîëüêî ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûåàâòîðîì ëè÷íî.Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ,òðåõ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû, âêëþ÷àþùåãî 143 íàèìåíî-âàíèÿ. Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 129 ñòðàíèö, èç êîòîðûõ 116ñòðàíèö îñíîâíîãî òåêñòà, âêëþ÷àþùåãî 8 ðèñóíêîâ è 17 òàáëèö.ÎÑÍÎÂÍÎÅ ÑÎÄÅ�ÆÀÍÈÅ �ÀÁÎÒÛÂî ââåäåíèè ïðèâåäåíû ïîñòàíîâêè èññëåäóåìûõ çàäà÷, ïðèìåðû ñîîò-âåòñòâóþùèõ ïðèêëàäíûõ ìîäåëåé èç ýêîíîìèêè, îáçîð ñîâðåìåííîãî ñîñòî-ÿíèÿ íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé ïî òåìå äèññåðòàöèè, îáîñíîâàíà àêòóàëüíîñòüèññëåäîâàíèé, ñ�îðìóëèðîâàíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, âûíîñèìûå íà çàùè-òó, ïîêàçàíà íàó÷íàÿ íîâèçíà ðàáîòû è ïðèâåäåíà èí�îðìàöèÿ îá àïðîáàöèèðåçóëüòàòîâ.Â ïåðâîé ãëàâå äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèíåéíàÿ çàäà÷à äîïîë-íèòåëüíîñòè
Mx + q = w,
〈x, w〉 = 0,

x ≥ 0, w ≥ 0,

(1)ãäå x, w ∈ IRn, à âåêòîð q ∈ IRn è âåùåñòâåííàÿ çíàêîíåîïðåäåëåííàÿ ìàò-ðèöà M ðàçìåðà (n × n) çàäàíû.Â � 1.1 ïðèâîäÿòñÿ ðàçëè÷íûå �îðìóëèðîâêè ËÇÄ, îòðàæàåòñÿ ñâÿçü çà-äà÷ äîïîëíèòåëüíîñòè ñ çàäà÷àìè ëèíåéíîãî è êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììè-ðîâàíèÿ, ñ áèìàòðè÷íûìè èãðàìè è âàðèàöèîííûìè íåðàâåíñòâàìè.Â � 1.2 çàäà÷à (1) ñâîäèòñÿ ê íåâûïóêëîé çàäà÷å îïòèìèçàöèè:
F (x) = 〈x, Mx + q〉 ↓ min

x
,

x ≥ 0, Mx + q ≥ 0.
(2)Ïîêàçàíî, ÷òî öåëåâàÿ �óíêöèÿ F (·) ÿâëÿåòñÿ d.
. �óíêöèåé, ò.å.

F (x) = G(x) − H(x), ãäå G(x) = 〈M1x, x〉 + 〈q, x〉 è H(x) = 〈M2x, x〉 �ñèëüíî âûïóêëûå �óíêöèè, Mi = MT
i > 0, i = 1, 2.Â � 1.3 îïèñàí ñïåöèàëüíûé ìåòîä ëîêàëüíîãî ïîèñêà (ÑÌËÏ) äëÿ çàäà-÷è (2) ñ ó÷åòîì d.
. ñòðóêòóðû öåëåâîé �óíêöèè, çàêëþ÷àþùèéñÿ â ðåøåíèè7



ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ëèíåàðèçîâàííûõ çàäà÷:
Js(x) = 〈M1x, x〉+ 〈q − 2M2x

s, x〉 ↓ min
x

, x ∈ S, (3)ãäå S = {x ∈ IRn : x ≥ 0, q + Mx ≥ 0}.Ñëåäóþùèé � 1.4 ïîñâÿùåí ïîñòðîåíèþ òåñòîâûõ íåâûïóêëûõ çàäà÷ ëè-íåéíîé äîïîëíèòåëüíîñòè è òåñòèðîâàíèþ ÑÌËÏ.Â � 1.5 îïèñàíà ñõåìà àëãîðèòìà ãëîáàëüíîãî ïîèñêà (À�Ï) â òåðìèíàõ çà-äà÷è d.
. ìèíèìèçàöèè (2). Ñîãëàñíî ñòðàòåãèè ãëîáàëüíîãî ïîèñêà1 (Ñ�Ï)ðåøåíèå çàäà÷è ðàçáèâàåòñÿ íà íåñêîëüêî áîëåå ïðîñòûõ ýòàïîâ, âêëþ÷à-þùèõ ëîêàëüíûé ïîèñê è ïðîöåäóðû âûõîäà èç òåêóùèõ êðèòè÷åñêèõ òî-÷åê, ïîëó÷åííûõ íà ýòàïå ëîêàëüíîãî ïîèñêà. Îäíàêî ïðè ïðèìåíåíèè îá-ùåé Ñ�Ï ê êîíêðåòíîé çàäà÷å íåîáõîäèìî îáîñíîâàòü è äåòàëèçèðîâàòü îò-äåëüíûå åå ýòàïû. Â � 1.6 îïðåäåëÿþòñÿ ïàðàìåòðû À�Ï, ñòðîèòñÿ àïïðîê-ñèìàöèÿ ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ âûïóêëîé �óíêöèè H(·), ïðîèçâîäèòñÿ âûáîðòî÷íîñòåé ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ è îñóùåñòâëÿåòñÿ òåñòèðîâàíèåÀ�Ï.Â ðàçäåëå 1.6.1 ñ ïîìîùüþ âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà ñòðîèòñÿ àï-ïðîêñèìàöèÿ ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ �óíêöèè H(·), çàäàþùåé áàçîâóþ íåâû-ïóêëîñòü, ò.å. íàáîð òàêèõ òî÷åê yi, ÷òî
H(yi) = β − ζk,ãäå ïàðàìåòð β âûáèðàåòñÿ èç èíòåðâàëà ] inf(G, S), sup(G, S)[,

ζk = F (zk) � çíà÷åíèå öåëåâîé �óíêöèè â òåêóùåé êðèòè÷åñêîé òî÷-êå. Íàèáîëåå ý��åêòèâíî ïîêàçàëà ñåáÿ àïïðîêñèìàöèÿ, ñîñòîÿùàÿ èçòî÷åê
yi = µid

i, i = 1, . . . , n + 1,ãäå â êà÷åñòâå di äëÿ i = 1, . . . , n èñïîëüçîâàëèñü ðåøåíèÿ ñëåäóþùèõ çàäà÷ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ:
〈ei, x〉 ↓ min, x ≥ 0, Mx + q ≥ 0, i = 1, . . . , n, (4)à dn+1 íàõîäèëîñü êàê ðåøåíèå àíàëîãè÷íîé çàäà÷è

〈en, x〉 ↓ min, x ≥ 0, Mx + q ≥ 0, (5)ãäå en = (1, 1, . . . , 1, 1).Ïîñëå âûáîðà ñïîñîáà ñîãëàñîâàíèÿ òî÷íîñòåé ëîêàëüíîãî è ãëîáàëüíîãîïîèñêîâ, îñóùåñòâëåííîãî â ðàçäåëå 1.6.2, À�Ï áûë ïðîòåñòèðîâàí íà çàäà-÷àõ ðàçìåðíîñòè äî 400. Íà òîì æå ïîëå òåñòîâûõ íåâûïóêëûõ ËÇÄ áûëî1Ñòðåêàëîâñêèé À.Ñ. Ýëåìåíòû íåâûïóêëîé îïòèìèçàöèè. Íîâîñèáèðñê: Íàóêà, 2003.8



ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû À�Ï, ðåøàòåëÿ PATH2, ïðåäíà-çíà÷åííîãî äëÿ ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ çàäà÷ äîïîëíèòåëüíîñòè è ïðîöåäóðûquadprog (Matlab 6.5), ðåàëèçóþùåé ìåòîä àêòèâíûõ ìíîæåñòâ äëÿ çàäà÷êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ïðèìåíèòåëüíî ê çàäà÷å (2). �åçóëüòàòûýêñïåðèìåíòà ïîêàçàëè, ÷òî, íà÷èíàÿ ñ ðàçìåðíîñòè 30, À�Ï çíà÷èòåëüíîâûèãðûâàåò ïî ÷èñëó ðåøåííûõ çàäà÷ ó îáåèõ ïðîãðàìì, ïðè÷åì ñ ïîâûøå-íèåì ðàçìåðíîñòè ýòîò ðàçðûâ óâåëè÷èâàåòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, ðåçóëüòàòûñðàâíèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà ñâèäåòåëüñòâóþò îá óñïåøíîñòè ïðèìåíåíèÿÀ�Ï äëÿ ðåøåíèÿ ËÇÄ ñî çíàêîíåîïðåäåëåííûìè ìàòðèöàìè.�åçóëüòàòû ãëàâû 1 îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [2, 7, 8℄.Âî âòîðîé ãëàâå äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèíåéíàÿçàäà÷à äâóõóðîâíåâîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ â îïòèìèñòè÷åñêîé ïîñòàíîâêå,êîãäà ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî èç âñåõ âîçìîæíûõ ðåøåíèé íà íèæíåì óðîâíåâûáèðàåòñÿ áëàãîïðèÿòñòâóþùåå äîñòèæåíèþ öåëè âåðõíåãî óðîâíÿ.Â � 2.1 ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ïîñòàíîâêà ëèíåéíî-ëèíåéíîé äâóõ-óðîâíåâîé çàäà÷è:
f(x, y)

△
= 〈c, x〉 + 〈d, y〉 ↓ min

x,y
,

x ∈ X
△
={x ∈ IRm | Ax ≤ b},

y ∈ Y∗(x)
△
= Argmin

y

{〈
d1, y

〉
| y ∈ Y (x)

}
,

(6)
ãäå ìíîæåñòâî Y (x) îïðåäåëåíî ñèñòåìîé íåðàâåíñòâ

Y (x)
△
= {y ∈ IRn | A1x + B1y ≤ b1}, (7)

c ∈ IRm, d, d1 ∈ IRn, b ∈ IRp, b1 ∈ IRq � çàäàííûå âåêòîðû, A, A1, B1 � ìàò-ðèöû ðàçìåðà (p × m), (q × m), (q × n) ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü, êðîìå òîãî,âûïîëíåíû ñëåäóþùèå îáùåïðèíÿòûå ïðåäïîëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî çàäà-÷è (6):
1) �óíêöèÿ f(x, y) îãðàíè÷åíà ñíèçó íà íåïóñòîì ìíîæåñòâå

Z
△
={x ∈ IRm, y ∈ IRn | Ax ≤ b, A1x + B1y ≤ b1};

2) �óíêöèÿ 〈d1, y〉 îãðàíè÷åíà ñíèçó íà ìíîæåñòâå Y (x) äëÿ âñåõ
x ∈ X, òàê ÷òî inf

x
inf
y
{〈d1, y〉 | y ∈ Y (x), x ∈ X} > −∞.Â � 2.1 îáñóæäàåòñÿ ñêðûòàÿ íåâûïóêëîñòü, ïîðîæäàåìàÿ äâóõóðîâíåâîéñòðóêòóðîé çàäà÷è, à òàêæå òðóäíîñòè, êîòîðûå ìîãóò âîçíèêàòü ïðè åå ðå-øåíèè.2http://pages.
s.wis
.edu/∼ferris/path.html9



Â � 2.2 ñ ïîìîùüþ èçâåñòíîãî ïðèåìà, èñïîëüçóþùåãî òåîðèþ äâîéñòâåí-íîñòè â ëèíåéíîì ïðîãðàììèðîâàíèè, çàäà÷à (6) ñâîäèòñÿ ê îïòèìèçàöèîí-íîé çàäà÷å
(P)

〈c, x〉 + 〈d, y〉 ↓ min
x,y,v

,

(x, y, v) ∈ S
△
= {Ax ≤ b, A1x + B1y ≤ b1, vB1 = −d1, v ≥ 0},

〈d1, y〉 = 〈A1x − b1, v〉.

(8)Äàëåå ïîêàçàíî, ÷òî áèëèíåéíàÿ �óíêöèÿ, çàäàþùàÿ íåâûïóêëîåîãðàíè÷åíèå-ðàâåíñòâî F (x, y, v)
△
= 〈d1, y〉 − 〈A1x − b1, v〉 ìîæåò áûòüïðåäñòàâëåíà â âèäå ðàçíîñòè äâóõ âûïóêëûõ �óíêöèé:

F (x, y, v) = g(x, y, v) − h(x, v), (9)ãäå g(x, y, v) =
1

4
‖A1x − v‖2 + 〈d1, y〉 + 〈b1, v〉, h(x, v) =

1

4
‖A1x + v‖2.Òàêèì îáðàçîì, èñõîäíàÿ çàäà÷à ñâåäåíà ê çàäà÷å ìèíèìèçàöèè ñ d.
.îãðàíè÷åíèåì-ðàâåíñòâîì. Â ñâÿçè ñ ýòèì äàëåå èçó÷àþòñÿ ñâîéñòâà îáùåéçàäà÷è ñ d.
. îãðàíè÷åíèåì-ðàâåíñòâîì âèäà

(P0)
f(x) ↓ min, x ∈ S,

F (x)
△
= g(x) − h(x) = 0

(10)è ðàçðàáàòûâàåòñÿ ìåòîä åå ðåøåíèÿ ñ öåëüþ îòûñêàíèÿ ðåøåíèÿ â (8).Òàê â � 2.3 ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ãëîáàëüíîé îïòèìàëüíîñòè (Ó�Î) äëÿ çàäà-÷è ñ d.
. ðàâåíñòâîì âèäà (10). Äàëåå èññëåäóåòñÿ ñâÿçü çàäà÷è (10) ñ çàäà÷åéñ d.
. îãðàíè÷åíèåì-íåðàâåíñòâîì:
f(x) ↓ min, x ∈ S,

F (x)
△
= g(x) − h(x) ≤ 0.

(11)Ïîêàçàíî, ÷òî èç Ó�Î äëÿ çàäà÷è (11) âûòåêàþò äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿãëîáàëüíîé îïòèìàëüíîñòè â çàäà÷å (10).Òåîðåìà 1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîñòè
∃v ∈ S : F (v) > 0, (12)

∀y ∈ S : F (y) = 0 (g(y) = h(y))
∃p = p(y) ∈ S : g(p) − g(y) < 〈∇h(y), p − y〉.

(13)Åñëè z ∈ S, F (z) = 0 è, êðîìå òîãî, ñïðàâåäëèâî óñëîâèå
∀(y, β) : h(y) = β, y ∈ S,

g(y) ≤ β ≤ sup(g, S),

g(x) − β ≥ 〈∇h(y), x − y〉
∀x ∈ S : f(x) ≤ f(z),

(14)10



òî z ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (10).Äîêàçàíû òåîðåìà î íåîáõîäèìûõ óñëîâèÿõ ãëîáàëüíîé îïòèìàëüíîñòè èòåîðåìà î ñâÿçè çàäà÷ (10) è (11).Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíåíî ïðåäïîëîæåíèå
∃v ∈ S : F (v) > 0,

f(v) < V(P
0
)
△
= inf

x
{f(x) | x ∈ S, F (x) = 0}.

(15)Òîãäà åñëè z � ðåøåíèå çàäà÷è (10), òî
∀(y, β) : h(y) = β, y ∈ S,

g(x) − β ≥ 〈∇h(y), x − y〉 ∀x ∈ S : f(x) ≤ f(z).Òåîðåìà 3. Ïóñòü âûïîëíåíî ïðåäïîëîæåíèå (15). Òîãäà çàäà÷à (10)ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å (11).Ñëåäóþùèé � 2.4 ïîñâÿùåí îáîáùåíèþ Ó�Î íà ìèíèìèçèðóþùèå ïîñëå-äîâàòåëüíîñòè â çàäà÷å (10).Â � 2.5 äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è 
 d.
. îãðàíè÷åíèåì-ðàâåíñòâîì ïðåäëîæå-íà ñòðàòåãèÿ ãëîáàëüíîãî ïîèñêà, àíàëîãè÷íàÿ èçâåñòíîé Ñ�Ï äëÿ çàäà÷è
(11) 3. Îñíîâíûìè ýòàïàìè Ñ�Ï ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíûé ïîèñê, ïîñòðîåíèå àï-ïðîêñèìàöèè ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ âûïóêëîé �óíêöèè h(·) è ðåøåíèå ëèíåà-ðèçîâàííûõ çàäà÷.Â � 2.6 âûïîëíÿåòñÿ ïðîâåðêà óñëîâèé ðåãóëÿðíîñòè èç òåîðåì 1, 2 äëÿïîñòàâëåííîé ðàíåå çàäà÷è (8), ê êîòîðîé áûëà ñâåäåíà èñõîäíàÿ äâóõóðîâ-íåâàÿ çàäà÷à. Â ñèëó ñâîéñòâ çàäà÷è (8) óñëîâèå (13) îêàçûâàåòñÿ íåâûïîë-íåííûì. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, óñëîâèÿ (15), ïðèíèìàþùèå â äàííîì ñëó÷àåâèä

∃(x̌, y̌, v̌) ∈ S : F (x̌, y̌, v̌) > 0, f(x̌, y̌) < V(P), (16)âûïîëíåíû. Â ðåçóëüòàòå ïðåäëàãàåòñÿ ðàññìîòðåòü âìåñòî (8) âîçìóùåííóþçàäà÷ó
f(x, y) = 〈c, x〉 + 〈d, y〉 ↓ min

x,y,v
,

(x, y, v) ∈ S,
F (x, y, v)− ρ = 0,

(17)ãäå 0 < ρ < F (x̌, y̌, v̌).Ïîñêîëüêó êîíå÷íîé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå äâóõóðîâíåâîé çàäà÷è,íåîáõîäèìî âûÿñíèòü, êàê äàííîå âîçìóùåíèå âëèÿåò íà èñõîäíóþ äâóõóðîâ-íåâóþ çàäà÷ó (6). Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ðåøåíèå âîçìóùåííîé çàäà÷è äîñòàâëÿåò3Ñòðåêàëîâñêèé À.Ñ. Ìèíèìèçèðóþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â çàäà÷àõ ñ d.
. îãðàíè÷åíèÿìè //ÆÂÌè ÌÔ. 2005. Ò. 45, � 3. C. 435�447. 11



ðåøåíèå äâóõóðîâíåâîé çàäà÷è, ãäå çàäà÷à íèæíåãî óðîâíÿ ðåøàåòñÿ ïðè-áëèæåííî ñ òî÷íîñòüþ ρ:
f(x, y)

△
= 〈c, x〉 + 〈d, y〉 ↓ min

x,y
,

x ∈ X
△
= {x ∈ IRm | Ax ≤ b},

y ∈ Y∗(x, ρ)
△
= {y ∈ Y (x) | 〈d1, y〉 ≤ inf

z
[〈d1, z〉|z ∈ Y (x)] + ρ}.

(18)Ñâÿçü ìåæäó çàäà÷àìè (17) è (18) óñòàíàâëèâàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.Òåîðåìà 4. Ïóñòü òðîéêà (x∗, y∗, v∗) � ðåøåíèå çàäà÷è (17). Òîãäà ïàðà
(x∗, y∗) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì äâóõóðîâíåâîé çàäà÷è (18).Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îòûñêàíèÿ ðåøåíèÿ äâóõóðîâíåâîé çàäà÷è (6) ïðåä-ëàãàåòñÿ âìåñòî çàäà÷è (8) ðåøàòü âîçìóùåííóþ çàäà÷ó (17), â êîòîðîé âû-ïîëíåíû óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîñòè. Ïðè ýòîì ïàðàìåòð ρ äîëæåí âûáèðàòüñÿäîñòàòî÷íî ìàëûì, ÷òîáû òî÷íîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è íèæíåãî óðîâíÿ áû-ëà ïðèåìëåìîé äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è (6). Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (17)ïðåäëàãàåòñÿ ïðèìåíÿòü Ñ�Ï, îäíèì èç îñíîâíûõ ìîìåíòîâ êîòîðîé ÿâëÿ-åòñÿ ëîêàëüíûé ïîèñê (ïîèñê êðèòè÷åñêèõ òî÷åê).Â � 2.7 ïðåäëàãàåòñÿ è îáîñíîâûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ êîíå÷íàÿ ïðîöåäóðàïîèñêà êðèòè÷åñêîé òî÷êè â çàäà÷å (17).Ïðîöåäóðà ïîèñêà êðèòè÷åñêîé òî÷êè0. Íàéòè âñïîìîãàòåëüíóþ òî÷êó

x̄ ∈ PrX(Z)
△
={x ∈ X | ∃y ∈ Y (x) : (x, y) ∈ Z}.1. Ïðè �èêñèðîâàííîì x := x̄ ∈ PrX(Z) íàéòè ðåøåíèå (ỹ, v∗) çàäà÷è

〈d, y〉 ↓ min
y,v

,

A1x̄ + B1y ≤ b1,

vB1 = −d1, v ≥ 0,
〈d1, y〉 = 〈A1x̄ − b1, v〉 + ρ.





(19)2. Ïðè �èêñèðîâàííîì v := v∗ ðåøèòü çàäà÷ó
〈c, x〉 + 〈d, y〉 ↓ min

x,y
,

Ax ≤ b, A1x + B1y ≤ b1,
〈d1, y〉 = 〈A1x − b1, v

∗〉 + ρ.





(20)Ïóñòü (x∗, y∗) � ðåøåíèå çàäà÷è (20), òîãäà, î÷åâèäíî, (x∗, y∗, v∗) � äîïó-ñòèìàÿ â çàäà÷å (Pρ)�(17) òî÷êà, êðîìå òîãî
f(x∗, y∗) ≤ f(x, y) ∀(x, y) ∈ Z : F (x, y, v∗) = 0, (21)12



òàê ÷òî òî÷êà (x∗, y∗, v∗) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íûì ìèíèìóìîì �óíêöèè f(·) ïîïàðå (x, y) ïðè �èêñèðîâàííîì v∗.Â ðàçäåëå 2.7.1 îïèñûâàåòñÿ èçâåñòíàÿ ìåòîäèêà ãåíåðàöèè òåñòîâûõëèíåéíî-ëèíåéíûõ äâóõóðîâíåâûõ çàäà÷4, à â ðàçäåëå 2.7.2 ïðîèçâîäèòñÿòåñòèðîâàíèå ïðîöåäóðû ïîèñêà êðèòè÷åñêèõ òî÷åê, â ðåçóëüòàòå êîòîðîãîâûÿâëÿþòñÿ íàèáîëåå ñëîæíûå äëÿ ýòîé ïðîöåäóðû êëàññû ñãåíåðèðîâàí-íûõ çàäà÷.Â � 2.8 íà îñíîâå Ñ�Ï, ïðåäñòàâëåííîé â � 2.5, ðàçðàáîòàí àëãîðèòì ãëî-áàëüíîãî ïîèñêà äëÿ çàäà÷è (17) ñ ó÷åòîì åå îñîáåííîñòåé.Ïóñòü çàäàíû ÷èñëà β−
△
= inf(g, S), β+

△
= sup(g, S), M, NA ∈ Z+.Àëãîðèòì ãëîáàëüíîãî ïîèñêàØàã 0. Ïîëîæèòü k := 0. Âûáðàòü x0 ∈ PrX(Z).Øàã 1. Íà÷èíàÿ ñ òî÷êè x0, èñïîëüçóÿ ïðîöåäóðó ïîèñêà êðèòè÷åñêîé òî÷-êè, íàéòè (xk, yk, vk). Ïîëîæèòü ∆β := (β+ − β−)/M .Øàã 2. Ïîëîæèòü βk := g(xk, yk, vk) − ρ, γk := 〈c, xk〉 + 〈d, yk〉, i := 1.Øàã 3. Ïîñòðîèòü i-þ òî÷êó àïïðîêñèìàöèè ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ �óíêöèè

h(·): Ak = {(ui, wi) | h(ui, wi) = βk, i = 1, . . . , Nk}.Øàã 4. Hàéòè (xik, yik, vik) � ðåøåíèå ëèíåàðèçîâàííîé çàäà÷è
1

4
‖A1x − v‖2 + 〈d1, y〉 + 〈b1, v〉 − 〈∇g(ui, wi), (x, v)〉 ↓ min

x,y,v
,

Ax ≤ b, A1x + B1y ≤ b1, vB1 = −d1, v ≥ 0,
〈c, x〉 + 〈d, y〉 ≤ γk.





(PL(ui, wi, γk))Øàã 5. Íà÷èíàÿ ñ òî÷êè xik, èñïîëüçóÿ ïðîöåäóðó ïîèñêà êðèòè÷åñêîé òî÷-êè, íàéòè (x̄i, ȳi, v̄i).Øàã 6. Åñëè f(x̄i, ȳi) < γk, òî ïîëîæèòü xk+1 := x̄i, yk+1 := ȳi, vk+1 := v̄i,

k := k + 1 è èäòè íà Øàã 2.Øàã 7. Åñëè f(x̄i, ȳi) ≥ γk è i < NA, òî i := i + 1 è èäòè íà Øàã 3.Øàã 8. Åñëè f(x̄i, ȳi) ≥ γk, β < β+ è i = NA, òî ïîëîæèòü
βk := βk + ∆β, i := 1 è èäòè íà Øàã 3.Øàã 9. Åñëè f(x̄i, ȳi) ≥ γk, i = NA è β ≥ β+, òî Stop: (xk, yk, vk) �ðåøåíèå çàäà÷è (Pρ)�(17), íàéäåííîå àëãîðèòìîì. #Â � 2.9 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû òåñòèðîâàíèÿ À�Ï. Âíà÷àëå ýêñïåðèìåí-òàëüíî âûáèðàëàñü íàèáîëåå ïîäõîäÿùàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ïîâåðõíîñòè óðîâ-íÿ âûïóêëîé �óíêöèè h(ui, wi) = β − ξk, çàäàþùåé áàçîâóþ íåâûïóêëîñòüâ çàäà÷å (17). Íàèáîëüøóþ ý��åêòèâíîñòü À�Ï ïîêàçàë â ñëó÷àå, êîãäà â4Calamai P., Vi
ente L. Generating Linear and Linear-Quadrati
 Bilevel Programming Problems // SIAMJournal on S
ienti�
 Computing ar
hive. 1993. V. 14, � 4. P. 770�782.13



êà÷åñòâå òî÷åê àïïðîêñèìàöèè âûáèðàëèñü âåêòîðû, êîëëèíåàðíûå âåêòî-ðàì èç íàáîðà Dir3 = {(xk + ei, vk), i = 1, . . . , m}, ãäå xk, vk � êîìïîíåíòûòåêóùåé êðèòè÷åñêîé òî÷êè. Îäíîâðåìåííî ïðè òåñòèðîâàíèè àïïðîêñèìà-öèé áûëè âûÿâëåíû íàèáîëåå ñëîæíûå êëàññû çàäà÷. Ñ ó÷åòîì ïîëó÷åííîéèí�îðìàöèè äàëåå áûëî ïðîâåäåíî òåñòèðîâàíèå À�Ï íà çàäà÷àõ âûñîêîéðàçìåðíîñòè. Â � 2.10 ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ðàáîòû àëãîðèòìà ãëîáàëüíî-ãî ïîèñêà äëÿ ðåøåíèÿ ïðàêòè÷åñêîé çàäà÷è ïëàíèðîâàíèÿ ïðîèçâîäñòâà âóñëîâèÿõ íåèçâåñòíîãî ñïðîñà5.�åøåíèå âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïðè ïî-èñêå êðèòè÷åñêèõ òî÷åê, à òàêæå ëèíåàðèçîâàííûõ êâàäðàòè÷íûõ çàäà÷íà øàãå 4 îñóùåñòâëÿëîñü ïîñðåäñòâîì èçâåñòíîãî êîììåð÷åñêîãî ïàêåòàXpress6. Â õîäå âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà ñ ïîìîùüþ À�Ï óäàëîñü ðå-øèòü ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ 79 èç 80 ñãåíåðèðîâàííûõ çàäà÷ äî ðàçìåðíî-ñòè m + n = 1000. Èçâåñòíàÿ èç ëèòåðàòóðû7 ìàêñèìàëüíàÿ ðàçìåðíîñòüëèíåéíî-ëèíåéíûõ äâóõóðîâíåâûõ çàäà÷, â êîòîðûõ óäàëîñü íàéòè îïòèìè-ñòè÷åñêîå ðåøåíèå, ñîñòàâëÿåò m + n = 200.Òàêèì îáðàçîì, ïðîâåäåííûé âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò ïîäòâåðæäà-åò ý��åêòèâíîñòü ïðèìåíåíèÿ ê ðåøåíèþ ëèíåéíîé äâóõóðîâíåâîé çàäà÷èâûñîêîé ðàçìåðíîñòè ïîäõîäà, áàçèðóþùåãîñÿ íà òåîðèè ãëîáàëüíîãî ïîèñêàäëÿ çàäà÷ ñ d.
. îãðàíè÷åíèåì.�åçóëüòàòû ãëàâû 2 îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [3, 9, 10, 12℄.Òðåòüÿ ãëàâà äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ïîñâÿùåíà ðåøåíèþ îäíîãî óðàâ-íåíèÿ ñî ìíîãèìè íåèçâåñòíûìè, à òàêæå ñèñòåì óðàâíåíèé, çàäàâàåìûõ d.
.�óíêöèÿìè.Â � 3.1 ñòàâèòñÿ çàäà÷à ïîèñêà êîðíÿ óðàâíåíèÿ
F (x) = 0, x ∈ IRn, (22)ãäå F (·) ÿâëÿåòñÿ d.
. �óíêöèåé: F (x) = g(x) − h(x).Ïóñòü ñóùåñòâóþò òî÷êè u, v ∈ IRn, óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòíîøåíèÿì

F (u)
△
= g(u) − h(u) < 0 < F (v)

△
= g(v) − h(v). (23)Îòìåòèì, ÷òî ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé â îáùåé çàäà-÷å (10) ñ d.
. îãðàíè÷åíèåì-ðàâåíñòâîì äëÿ ïîèñêà äîïóñòèìîé òî÷êè, ëó÷-øåé, ÷åì òåêóùàÿ êðèòè÷åñêàÿ.Â ñèëó (23) ñóùåñòâóåò ÷èñëî λ ∈ ]0; 1[, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ

xλ = λu + (1 − λ)v = v + λ(u − v) : F (xλ) = 0. (24)5Bard J.F. Pra
ti
al Bilevel Optimization. Dordre
ht: Kluwer A
ademi
 Publishers, 1998.6Fair Isaa
 Corporation: Xpress Optimization Suite. URL: www.�
o.
om7Saboia C.H., Campelo M., S
heimberg S. A 
omputational study of global algorithms for linear bilevelprogramming // Numeri
al Algorithms. 2004. V. 35, �2�4. P.155�173.14



Â äèññåðòàöèè ïîêàçàíî, ÷òî ÷åì áëèæå λ ê íóëþ, òåì ëó÷øå âåðõíÿÿ îöåí-êà äëÿ çíà÷åíèÿ f(x(λ)) â çàäà÷å (10), à â ñëó÷àå ëèíåéíîé �óíêöèè f(·)ìèíèìàëüíîìó λ ñîîòâåòñòâóåò íàèìåíüøåå çíà÷åíèå f(x(λ)). Ïðåäëàãàåòñÿñëåäóþùàÿ ïðîöåäóðà âûïóêëîé êîìáèíàöèè (ÏÂÊ) äëÿ îòûñêàíèÿ êîðíÿóðàâíåíèÿ (22). Ïðîöåäóðà âûïóêëîé êîìáèíàöèèØàã 0. Ïîëîæèòü s := 0, xs := v.Øàã 1. Âû÷èñëèòü
µs :=

F (xs)

h(u) − h(xs) − 〈∇g(xs), u − xs〉
. (25)Øàã 2. Ïîñòðîèòü âûïóêëóþ êîìáèíàöèþ x := xs + µs(u − xs).Øàã 3. Åñëè F (x) ≤ ε, òî Stop, x � ε-ðåøåíèå óðàâíåíèÿ F (x) = 0.Øàã 4. Ïîëîæèòü s := s + 1, xs := x, ïåðåéòè íà Øàã 1. #Óñòàíîâëåíî, ÷òî â ñëó÷àå g(x) ≡ 0 èëè h(x) ≡ 0 â îäíîìåðíîì ñëó÷àå(n = 1) ÏÂÊ ïðåâðàùàåòñÿ â èçâåñòíûå ìåòîä õîðä èëè ìåòîä Íüþòîíàñîîòâåòñòâåííî.Â � 3.2 â ñëó÷àå ε = 0 (êîãäà èòåðàòèâíûé ïðîöåññ áåñêîíå÷åí) äîêàçàíûñëåäóþùèå ñâîéñòâà àëãîðèòìà.Òåîðåìà 5. ×èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {µs}, ñòðîÿùàÿñÿ ïî ïðàâè-ëó (25), ñõîäèòñÿ ê íóëþ: lim

s→∞
µs = 0.Ñëåäñòâèå 1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âûïóêëûõ êîìáèíàöèé {xs}, ãåíå-ðèðóåìàÿ ÏÂÊ, ñõîäèòñÿ: lim

s→∞
xs = x∗.Ââåäåì ìíîæåñòâî ÷èñåë λ, äîñòàâëÿþùèõ êîðíè óðàâíåíèÿ (24),

Λ∗ = {λ ∈ [0, 1] | F (λu + (1 − λ)v) = 0}è ìíîæåñòâî ñîîòâåòñòâóþùèõ èì âåêòîðîâ x(λ)

X∗ = {x ∈ IRn | ∃λ ∈ Λ∗ : x = λu + (1 − λ)v}.Òåîðåìà 6. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xs} ñõîäèòñÿ ê òî÷êå x∗ òàêîé, ÷òî
F (x∗) = 0. Êðîìå òîãî,

‖x∗ − v‖ = min
x

{‖x − v‖ | x ∈ X∗}. (26)Â � 3.3 ïðîâåäåíî ÷èñëåííîå ñðàâíåíèå ÏÂÊ ñ èçâåñòíûì ìåòîäîì, ïðåä-ñòàâëÿþùèì ñîáîé êîìïèëÿöèþ ìåòîäîâ õîðä è âèëêè, è ìåòîäîì ïîëîâèí-íîãî äåëåíèÿ íà çàäà÷àõ âûñîêîé ðàçìåðíîñòè. Ñðàâíåíèå îñóùåñòâëÿëîñü âñðåäå MatLab r2009a. �åçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà ïîêàçàëèý��åêòèâíîñòü ðàçðàáîòàííîé ÏÂÊ.15



Âòîðàÿ ïîëîâèíà ãëàâû 3 ïîñâÿùåíà ðåøåíèþ ñèñòåì d.
. óðàâíåíèé. �àñ-ñìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ïîèñêà êîðíÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé
fi(x)

△
= gi(x) − hi(x) = 0, i = 1, . . . , m, (27)ãäå x ∈ IRn, à gi(x), hi(x) � âûïóêëûå íà IRn �óíêöèè, i = 1, . . . , m. Äàííàÿñèñòåìà ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å d.
. ìèíèìèçàöèè

F (x) =
m∑

i=1

|fi(x)| ↓ min, x ∈ IRn. (28)Ïðè ýòîì ïîêàçàíî, ÷òî �óíêöèÿ F (x) ÿâëÿåòñÿ d.
. �óíêöèåé, ïîñêîëüêóïðåäñòàâèìà â âèäå ðàçíîñòè äâóõ âûïóêëûõ �óíêöèé G(x) è H(x), ãäå
G(x) = 2

m∑

i=1

max{gi(x), hi(x)}, H(x) =

m∑

i=1

(gi(x) + hi(x)).Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ñèñòåì êâàäðàòè÷íûõ óðàâíåíèé
fi(x) =

1

2
〈Cix, x〉+ 〈bi, x〉 + di = 0, i = 1, . . . , n, (29)ãäå Ci � ñèììåòðè÷íûå, íåîáÿçàòåëüíî ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûå ìàòðè-öû ðàçìåðà (n × n), êîòîðûå, êàê èçâåñòíî, ìîæíî ðàçëîæèòü íà ðàçíîñòüäâóõ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûõ ìàòðèö (Ci = Ai − Bi, Ai > 0, Bi > 0),ïîëó÷åíî ñëåäóþùåå d.
. ïðåäñòàâëåíèå:

G(x) =
n∑

i=1

max{〈Aix, x〉 + 〈bi, x〉 + di ; 〈Bix, x〉 − 〈bi, x〉 − di},

H(x) =
1

2
〈Sx, x〉, S =

n∑

i=1

(Ai + Bi),
(30)ãäå S � ñèììåòðè÷íàÿ, ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà.Äëÿ çàäà÷è (28) íà îñíîâå Ñ�Ï, ïðåäñòàâëåííîé â ïåðâîé ãëàâå, ðàçðàáî-òàí àëãîðèòì ãëîáàëüíîãî ïîèñêà, âêëþ÷àþùèé â ñåáÿ àëãîðèòì ëîêàëüíîãîïîèñêà è ïðîöåäóðû âûõîäà èç êðèòè÷åñêîé òî÷êè. Ïðè ýòîì, ââèäó íåãëàä-êîñòè �óíêöèè G(·), èñïîëüçîâàëñÿ íåäè��åðåíöèðóåìûé âàðèàíò ñïåöè-àëüíîãî ìåòîäà ëîêàëüíîãî ïîèñêà, â êîòîðîì âñïîìîãàòåëüíûå íåãëàäêèåâûïóêëûå çàäà÷è ðåøàëèñü èçâåñòíûì ìåòîäîì íåäè��åðåíöèðóåìîé îïòè-ìèçàöèè, íàçûâàåìûì r-àëãîðèòìîì Í.Ç. Øîðà.Äàëåå áûë ïðîâåäåí ÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò ïî ñðàâíåíèþ À�Ï äëÿ ðå-øåíèÿ íåëèíåéíûõ ñèñòåì ñ Matlab-ñîëâåðîì STRSCNE8. Ñðàâíåíèå îñó-8Bellavia S., Ma

oni M., Morini B. STRSCNE: A S
aled Trust Region Solver for Constrained NonlinearEquations // COAP. 2004. V. 28, � 1. P. 31�50. 16



ùåñòâëÿëîñü íà òåñòîâîì ïîëå íåëèíåéíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé9 ñ èñïîëüçîâà-íèåì ðàçëè÷íûõ ñòàðòîâûõ òî÷åê. Âðåìÿ íà ðåøåíèå êàæäîé ñèñòåìû îãðà-íè÷èâàëîñü 10 ìèíóòàìè. Îòìåòèì, ÷òî â äâóõ èç äåâÿòè ñèñòåì ñîëâåðóSTRSCNE íå óäàëîñü ïîëó÷èòü ðåøåíèå èç ïðåäëîæåííîé ñòàðòîâîé òî÷êè,â òî âðåìÿ êàê À�Ï âî âñåõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷èë ãëîáàëüíîå ðåøåíèå.�åçóëüòàòû ãëàâû 3 îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [1, 4�6, 11℄.ÎÑÍÎÂÍÛÅ �ÅÇÓËÜÒÀÒÛ, ÂÛÍÎÑÈÌÛÅ ÍÀ ÇÀÙÈÒÓ1. Äëÿ ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ çàäà÷ äîïîëíèòåëüíîñòè ñî çíàêîíåîïðåäåëåí-íûìè ìàòðèöàìè ïðåäëîæåí è îáîñíîâàí àëãîðèòì, îñíîâàííûé íà òåî-ðèè ãëîáàëüíîãî ïîèñêà äëÿ çàäà÷ ìèíèìèçàöèè d.
. �óíêöèé (�óíê-öèé, ïðåäñòàâèìûõ â âèäå ðàçíîñòè äâóõ âûïóêëûõ �óíêöèé). Ïðîâåäåíâû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò ïî ñðàâíåíèþ ðàçðàáîòàííîãî àëãîðèòìàñ ñóùåñòâóþùèìè ïîäõîäàìè, ïîêàçàâøèé ý��åêòèâíîñòü íîâîãî àëãî-ðèòìà íà øèðîêîì ñïåêòðå òåñòîâûõ ïðèìåðîâ ðàçëè÷íîé ðàçìåðíîñòè.2. Äëÿ ëèíåéíûõ äâóõóðîâíåâûõ çàäà÷ ðàçðàáîòàíû àëãîðèòìû ëîêàëü-íîãî è ãëîáàëüíîãî ïîèñêîâ îïòèìèñòè÷åñêèõ ðåøåíèé, ïîçâîëÿþùèåðåøàòü çàäà÷è âûñîêîé ðàçìåðíîñòè (äî 500 ïåðåìåííûõ íà êàæäîìóðîâíå). Ïðåäëîæåííûå àëãîðèòìû áàçèðóþòñÿ íà âçàèìîñâÿçÿõ ëèíåé-íûõ äâóõóðîâíåâûõ çàäà÷ è íåâûïóêëûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðî-ãðàììèðîâàíèÿ ñ íåëèíåéíûìè îãðàíè÷åíèÿìè-ðàâåíñòâàìè, à òàêæåòåîðèè ãëîáàëüíîãî ïîèñêà â çàäà÷àõ ñ d.
. îãðàíè÷åíèÿìè.3. �àçðàáîòàí è îáîñíîâàí ñïåöèàëüíûé ìåòîä ðåøåíèÿ d.
. óðàâíåíèéñî ìíîãèìè ïåðåìåííûìè. Äîêàçàíà òåîðåìà ñõîäèìîñòè ïðåäëîæåí-íîãî ìåòîäà, ïðîâåäåí ÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò, êîòîðûé ïîêàçàë âîç-ìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ äàííîãî ìåòîäà äëÿ ïîèñêà äîïóñòèìûõ ïîîãðàíè÷åíèþ-ðàâåíñòâó òî÷åê. �àçðàáîòàí àëãîðèòì ðåøåíèÿ ñèñòåìd.
. óðàâíåíèé, îñíîâàííûé íà òåîðèè ãëîáàëüíîãî ïîèñêà äëÿ íåãëàä-êèõ çàäà÷ d.
. ìèíèìèçàöèè, ïîäòâåðäèâøèé ñâîþ ý��åêòèâíîñòü íàñåðèè òåñòîâûõ ïðèìåðîâ.ÏÓÁËÈÊÀÖÈÈ ÀÂÒÎ�À ÏÎ ÒÅÌÅ ÄÈÑÑÅ�ÒÀÖÈÈ1. Ïåòðîâà Å.�., Ñòðåêàëîâñêèé À.Ñ. Î ðåøåíèè ñèñòåì íåëèíåéíûõ àë-ãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé // Ñîâðåìåííûå òåõíîëîãèè. Ñèñòåìíûé àíàëèç.Ìîäåëèðîâàíèå. 2009. � 24(4). C. 30�36.9�îîçå À., Êóëëà Â., Ëîìï Ì., Ìåðåññîî Ò. Íàáîð òåñòîâûõ ñèñòåì íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Òàëëèí:Âàëãóñ, 1989. 17



2. Ìàçóðêåâè÷ Å.Î., Ïåòðîâà Å.�., Ñòðåêàëîâñêèé À.Ñ. Î ÷èñëåííîì ðå-øåíèè ëèíåéíîé çàäà÷è äîïîëíèòåëüíîñòè // ÆÂÌ è ÌÔ. 2009. Ò. 49, � 8.C. 1385�1398.3. �ðóçäåâà Ò.Â., Ïåòðîâà Å.�. ×èñëåííîå ðåøåíèå ëèíåéíîé äâóõóðîâíå-âîé çàäà÷è // ÆÂÌ è ÌÔ. 2010. Ò. 50. � 10. Ñ. 1715�1726.4. Ïåòðîâà Å.�., Ñòðåêàëîâñêèé À.Ñ. Î âàðèàöèîííûõ ìåòîäàõ ðåøåíèÿñèñòåì íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé // Òð. XIII Áàéêàëüñêîé ìåæäóíàð. øêîëû-ñåìèíàðà �Ìåòîäû îïòèìèçàöèè è èõ ïðèëîæåíèÿ�. Èðêóòñê, 2005. Ò. 1.Ñ. 319�324.5. Ïåòðîâà Å.�. Âàðèàöèîííûé ïîäõîä äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì íåëèíåéíûõóðàâíåíèé // Ìàòåðèàëû III Âñåðîñ. êîí�. �Ïðîáëåìû îïòèìèçàöèè è ýêî-íîìè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ�. Îìñê, 2006. Ñ. 151.6. Ñòðåêàëîâñêèé À.Ñ., Ïåòðîâà Å.�. Î âàðèàöèîííîì ïîäõîäå ïðè ðå-øåíèè ñèñòåì íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé // Ìàòåðèàëû II Âñåðîñ. êîí�. �Èí-�îêîììóíèêàöèîííûå è âû÷èñëèòåëüíûå òåõíîëîãèè è ñèñòåìû� (Óëàí-Óäý,Áàéêàë, 1�4 èþëÿ, 2006 ã.). Èðêóòñê, 2006. Ñ. 139�145.7. Ñòðåêàëîâñêèé À.Ñ., Ïåòðîâà Å.�. Âàðèàöèîííûé ïîäõîä ê ëèíåéíîéçàäà÷å î äîïîëíèòåëüíîñòè // Ìàòåðèàëû �îñ. êîí�. �Äèñêðåòíàÿ îïòèìè-çàöèÿ è èññëåäîâàíèå îïåðàöèé� (Âëàäèâîñòîê, 7�14 ñåíòÿáðÿ 2007 ã.). Íî-âîñèáèðñê: Èçä-âî Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè, 2007. C. 112.8. Strekalovsky A.S., Petrova E.G. On an approa
h to linear 
omplementarityproblem // The Se
ond Intern. Conf. on Optimization and Optimal Control.Ulaanbaatar (Mongolia), 2007. P. 40�41.9. Ïåòðîâà Å.�., �ðóçäåâà Ò.Â. Ëèíåéíûå äâóõóðîâíåâûå çàäà÷è êàê çàäà-÷è îïòèìèçàöèè ñ íåâûïóêëûì îãðàíè÷åíèåì // Òð. XIV Áàéêàëüñêîé ìåæ-äóíàð. øêîëû-ñåìèíàðà �Ìåòîäû îïòèìèçàöèè è èõ ïðèëîæåíèÿ�. Èðêóòñê,2008. Ò. 1. Ñ. 596�601.10. Ïåòðîâà Å.�. ×èñëåííîå ðåøåíèå ëèíåéíûõ äâóõóðîâíåâûõ çàäà÷ âû-ñîêîé ðàçìåðíîñòè // Ìàòåðèàëû IV Âñåðîñ. êîí�. �Ïðîáëåìû îïòèìèçàöèèè ýêîíîìè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ�. Îìñê, 2008. Ñ. 189.11. Ïåòðîâà Å.�., Ñòðåêàëîâñêèé À.Ñ. Ïðîöåäóðà âûïóêëîé êîìáèíàöèèäëÿ ðåøåíèÿ d.
. óðàâíåíèé // Òåç. äîêë. XI Áàéêàëüñêîé øêîëû-ñåìèíàðàìîëîäûõ ó÷åíûõ �Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå è èí�îðìàöèîííûå òåõ-íîëîãèè� (Èðêóòñê, 15�21 ìàðòà 2010 ã.). Èðêóòñê, 2010. Ñ. 63.12. Petrova E.G., Gruzdeva T.V. The linear bilevel problems via non
onvex
onstraint problems // Pro
. of the Toulouse global optimization workshop. 2010.P. 123�126.
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