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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Â ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè ñèñòåì õîðîøî èçâåñò-
íà ïðîäóêòèâíîñòü ìåæäèñöèïëèíàðíûõ èññëåäîâàíèé. Â ÷àñòíîñòè, â êîí-
òåêñòå äàííîé äèññåðòàöèè, ìîæíî îòìåòèòü èññëåäîâàíèÿ íà ñòûêå àëãåá-
ðû è ëîãèêè (À.È. Ìàëüöåâ, À. Òàðñêèé, Þ.Ë. Åðøîâ, Þ.È. Æóðàâëåâ,
Ñ.Ñ. Ãîí÷àðîâ è äð.), äèíàìèêè ñèñòåì è àëãåáðû (Ñ. Ëè, Ë.Â. Îâñÿííèêîâ,
Ì.À. Àðáèá è äð.). Äàííàÿ äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà ðàçðàáîòêå íà ñòûêå
äèíàìèêè ñèñòåì, àëãåáðû è ëîãèêè òàêîãî ìåòîäà ìàòåìàòè÷åñêîé òåî-
ðèè ñèñòåì, êîòîðûé ïîçâîëÿåò àëãîðèòìè÷åñêè ñèíòåçèðîâàòü êðèòåðèè
ñîõðàíåíèÿ ñâîéñòâ ñèñòåì ïðè íåêîòîðûõ ñâÿçûâàþùèõ èõ îòîáðàæåíèÿõ
òèïà ìîðôèçìîâ (ýòè è äðóãèå îòîáðàæåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå òó èëè èíóþ
ðàññìàòðèâàåìóþ ïàðó ñèñòåì, äàëåå íàçûâàåì îòîáðàæåíèÿìè ñâÿçè, à
àïðèîðíî íàêëàäûâàåìîå íà íèõ óñëîâèå � óñëîâèåì ñâÿçè).

Â êà÷åñòâå òàêèõ ëîãèêî-àëãåáðàè÷åñêèõ êðèòåðèåâ íàçîâåì ðåçóëüòà-
òû î ñîõðàíåíèè ïîçèòèâíûõ ñâîéñòâ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì ïðè ãîìîìîð-
ôèçìàõ (Ð. Ëèíäîí, 1954), õîòÿ, íàïðèìåð, ïðîáëåìà ñîõðàíåíèÿ ñâîéñòâà
óñòîé÷èâîñòè ïðè êîîðäèíàòíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé èçâåñòíà åùå ñ XIX âåêà: óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ â îäíèõ
ïåðåìåííûõ íå îçíà÷àåò åãî óñòîé÷èâîñòè â äðóãèõ ïåðåìåííûõ (À.Ì. Ëÿ-
ïóíîâ, 1892). Îäíèì èç ïðèìåíåíèé êðèòåðèåâ ñîõðàíåíèÿ ÿâèëîñü òàêæå
ñâåäåíèå íà èõ îñíîâå çàäà÷è èçó÷åíèÿ ñëîæíîé ìîäåëè ê èçó÷åíèþ áîëåå
ïðîñòîé.

Ìåòîä ñðàâíåíèÿ, ïðåäëîæåííûé Â.Ì. Ìàòðîñîâûì1 è ðàçâèòûé â åãî
íàó÷íîé øêîëå (Ë.Þ. Àíàïîëüñêèé, Ñ.Í. Âàñèëüåâ, Ð.È. Êîçëîâ è äð.),
îáåñïå÷èâàë àëãîðèòìè÷åñêîå ïîëó÷åíèå êðèòåðèåâ ñîõðàíåíèÿ ïîíà÷àëó
ïðîñòûõ ñâîéñòâ (òàê íàçûâàåìûõ ñâîéñòâ ñòåïåíè 1), íî äëÿ äîâîëüíî
øèðîêîãî êëàññà äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì è â òåðìèíàõ îòîáðàæåíèé ñâÿçè,
èìåíóåìûõ âåêòîð-ôóíêöèÿìè ñðàâíåíèÿ (ÂÔÑ). Â ðàçâèòèå ýòîãî ìåòîäà
áûë ïðåäëîæåí áîëåå îáùèé ìåòîä ñðàâíåíèÿ � â ôîðìå ëîãè÷åñêèõ óðàâ-
íåíèé (äàëåå � ìåòîä ëîãè÷åñêèõ óðàâíåíèé2 (ËÓ)), èìåâøèõ ñòðóêòóðó
X&M&P′ → P, ãäå M, P′, P � èçâåñòíûå ÷ëåíû óðàâíåíèÿ, X ïîäëåæèò
îòûñêàíèþ, P � ñâîéñòâî, ðàññìàòðèâàåìîå â îäíîé ñèñòåìå (S), P′ �
ñâîéñòâî âòîðîé ñèñòåìû (S ′), M � óñëîâèå ñâÿçè, êîòîðîå â ñëó÷àå ìåòîäà
Â.Ì. Ìàòðîñîâà ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì ìàæîðèðîâàíèÿ ÂÔÑ âäîëü ïðîöåññîâ

1Ìàòðîñîâ Â.Ì. Ìåòîä ñðàâíåíèÿ â äèíàìèêå ñèñòåì. I, II // Äèô. óðàâíåíèÿ. � 1974. � Ò. 10,
N 9; 1975. � T. 11, N 3.

2Âàñèëüåâ Ñ.Í. Ìåòîä ñðàâíåíèÿ â àíàëèçå ñèñòåì. I�IV // Äèô. óðàâíåíèÿ. � 1981. � Ò. 17,
N 9; Ò. 17, N 11; 1982. � Ò. 18, N 2; Ò. 18, N 6.
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èçó÷àåìîé ñèñòåìû S ñîîòâåòñòâóþùèìè ïðîöåññàìè âñïîìîãàòåëüíîé ñè-
ñòåìû S ′ (áîëåå ïðîñòîé ïî çàìûñëó è èìåíóåìîé ñèñòåìîé ñðàâíåíèÿ), íî
ýòî ìîãóò áûòü è äðóãèå óñëîâèÿ: óñëîâèå òèïà òîãî èëè èíîãî ìîðôèçìà,
óñëîâèå òîïîëîãè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè S, S ′ è äðóãèå. Ìåòîä ËÓ ïðèãî-
äåí äëÿ èçó÷åíèÿ ñâîéñòâ P îáùåãî âèäà (ïðîèçâîëüíîé ñòåïåíè), ïðè÷åì
äëÿ ðàçíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé è èõ ðàçíûõ ïðåîáðàçîâàíèé (îòîá-
ðàæåíèé ñâÿçè ñ ðàçíûìè óñëîâèÿìè M: ÂÔÑ, ìîðôèçìîâ è äð.). Ñëåäóåò
ïîä÷åðêíóòü, ÷òî êðèòåðèè, ïîëó÷àåìûå â òåðìèíàõ ÂÔÑ è â òåðìèíàõ
ìîðôèçìîâ, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñðàâíèìû ïî ñèëå: õîòÿ ñàìî óñëîâèå ñâÿ-
çè M â ñëó÷àå ìîðôèçìà æåñò÷å óñëîâèÿ ÂÔÑ, ïðî÷èå óñëîâèÿ (óñëîâèÿ
X), âõîäÿùèå â êðèòåðèé ñîõðàíåíèÿ (è, âîîáùå ãîâîðÿ, áîëåå ñëîæíûå,
÷åì òðåáîâàíèÿ òèïà ñîõðàíåíèÿ îïåðàöèé èëè îòíîøåíèé), òåì íå ìå-
íåå îêàçûâàþòñÿ ìÿã÷å â ñëó÷àå ìîðôèçìà. Êðîìå òîãî, ìåòîä ñðàâíåíèÿ
è ìåòîä ËÓ ñèíòåçèðóþò èñêîìûå êðèòåðèè ãèáêî ïîä êîíêðåòíûé âèä
èçó÷àåìîãî ñâîéñòâà. Åùå áîëåå îáùèé ìåòîä ðåøåíèÿ ëîãè÷åñêèõ óðàâ-
íåíèé èçâåñòåí êàê ìåòîä ðåäóêöèè3, îïåðèðóþùèé ñ óðàâíåíèÿìè âèäà
X&(&{Ci : i = 1, 2, . . . , n})→ P, ãäå n ≥ 1.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ êðèòåðèåâ ñîõðàíåíèÿ, ñîñòîÿùèõ èç óñëîâèé, èìåþùèõ
ñìûñë óñëîâèé òèïà ñîõðàíåíèÿ îïåðàöèé èëè îòíîøåíèé (ò.å. ôîðìóëèðó-
åìûõ â äóõå òðàäèöèîííûõ ìîðôèçìîâ), â ðàçâèòèå óïîìÿíóòûõ ðåçóëü-
òàòîâ Ð. Ëèíäîíà â òåîðèè àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì, à òàêæå â ðàçâèòèå
òàê íàçûâàåìûõ êðèòåðèåâ ïåðåíîñèìîñòè òåðìîâ è ñîîòíîøåíèé â òåîðèè
ñòðóêòóð Í. Áóðáàêè (1965), Ñ.Í. Âàñèëüåâûì è Ñ.Â. Àôàíàñüåâîé ðàç-
ðàáîòàí ìåòîä ïðåäñòàâèìîñòè ñ ïðèìåíåíèÿìè â äèíàìèêå ñèñòåì. Åãî
îñîáåííîñòüþ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî êàæäûé êðèòåðèé, â îòëè÷èå îò êðèòåðèåâ,
ïîëó÷àåìûõ ìåòîäîì ËÓ, îáñëóæèâàåò ñðàçó öåëûé êëàññ ñâîéñòâ (íàïðè-
ìåð, êàê ó Ð. Ëèíäîíà: âñå ïîçèòèâíûå ñâîéñòâà ñîõðàíÿþòñÿ ïðè ãîìîìîð-
ôèçìå). Ïðè ïðèìåíåíèè ìåòîäà ïðåäñòàâèìîñòè èçó÷àåìóþ ìîäåëü ñèñòå-
ìû ñëåäóåò ïåðåâåñòè â ôîðìó ìíîãîîñíîâíîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû è
ïðåäñòàâèòü îïðåäåëåíèå èçó÷àåìîãî ñâîéñòâà â ñîîòâåòñòâóþùåì êëàññå
ñâîéñòâ, äëÿ êîòîðîãî èìååòñÿ êðèòåðèé ñîõðàíåíèÿ. Ê ñîæàëåíèþ, çàäà÷à
ïðåäñòàâèìîñòè (ýêâèâàëåíòíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè) ôîðìóëû èçó÷àåìî-
ãî ñâîéñòâà â òðåáóåìîì êëàññå ÿâëÿåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, àëãîðèòìè÷åñêè
íåðàçðåøèìîé. Ïîýòîìó îêàçûâàåòñÿ ïðèâëåêàòåëüíûì ïóòåì ðàçâèòèÿ ìå-
òîäà ËÓ èçáåæàòü ýòîé çàäà÷è ïðåäñòàâèìîñòè, à òàêæå ñîâìåñòèòü ãèá-
êîñòü ôîðìèðîâàíèÿ êðèòåðèÿ ñîõðàíåíèÿ ïî êîíêðåòíîìó âèäó èçó÷àåìî-

3Âàñèëüåâ Ñ.Í. Ìåòîä ðåäóêöèè è êà÷åñòâåííûé àíàëèç äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. I, II // Èçâ. ÐÀÍ,
ÒèÑÓ. � 2006. � N 1; N 2.
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ãî ñâîéñòâà ñ ïîëó÷åíèåì âñåõ óñëîâèé â äóõå òðàäèöèîííûõ ìîðôèçìîâ.
Ýòà çàäà÷à áûëà ðåøåíà â ñëó÷àå îäíîîñíîâíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñè-

ñòåì (Ñ.Í. Âàñèëüåâ, 1988). Ëîãè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðè ýòîì èìåþò âèä
X&P′ → P, ò.å. àïðèîðíî íèêàêèõ óñëîâèé ñâÿçè íå çàäàåòñÿ, ÷òî ïîëåç-
íî, òàê êàê òåì ñàìûì ïîâûøàåòñÿ óðîâåíü àëãîðèòìè÷íîñòè ðàçâèâàå-
ìîãî àïïàðàòà. Ïðè ýòîì äëÿ ïîëó÷åíèÿ äîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíûõ êðèòå-
ðèåâ ñîõðàíåíèÿ ïîâûøàåòñÿ íàãðóçêà íà àëãîðèòìû ôîðìèðîâàíèÿ óñëî-
âèé X â ÷àñòè ñóæåíèÿ ðàçíîîáðàçèÿ ñêóëåìîâñêèõ ôóíêöèé, îòâå÷àþùèõ
êâàíòîðàì ñóùåñòâîâàíèÿ â óñëîâèÿõ X. Ïðèìåíåíèå ýòèõ àëãîðèòìîâ äëÿ
êîíêðåòíûõ P ïîìîãàåò è â íåàëãîðèòìè÷åñêîì ôîðìèðîâàíèè êðèòåðè-
åâ ñîõðàíåíèÿ öåëûõ êëàññîâ ñâîéñòâ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì. Ìåæäó òåì,
íàïðèìåð, èìåííî ñëó÷àé ìîðôèçìà äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì âàæåí äëÿ òåõ
ïðîöåäóð èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè èëè äðóãèõ äèíàìè÷åñêèõ ñâîéñòâ,
êîãäà òðåáóåòñÿ ïåðåõîä ê íîâûì ïåðåìåííûì, ïîñêîëüêó íàäî ãàðàíòèðî-
âàòü ýêâèâàëåíòíîñòü èññëåäóåìîãî ñâîéñòâà â ñòàðûõ è íîâûõ ïåðåìåííûõ
èëè õîòÿ áû îäíîíàïðàâëåííûé åãî ïåðåíîñ4. Ñëó÷àé, êîãäà îòîáðàæåíèÿ
ñâÿçè ÿâëÿþòñÿ ìîðôèçìàìè, âàæåí è â ñâÿçè ñ ðåøåíèåì çàäà÷ ñòàáèëè-
çàöèè ïðîãðàììíûõ äâèæåíèé ñèñòåì ñ óïðàâëåíèåì ñ ïîìîùüþ ïðåîáðà-
çîâàíèÿ ýòèõ ñèñòåì ê íåêîòîðûì ýêâèâàëåíòíûì êàíîíè÷åñêèì ôîðìàì5.
Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ìîðôèçìû ïðèìåíÿþòñÿ â êà÷åñòâåííîì èññëåäîâàíèè
äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, â òîì ÷èñëå ñ óïðàâëåíèÿìè, è â ðÿäå ðàáîò çàðó-
áåæíûõ àâòîðîâ6. Îäíàêî â äèíàìèêå ñèñòåì ïðåäëîæåííûå àëãîðèòìû
íå óäîáíû, ïîñêîëüêó àëãåáðàèçàöèÿ ìîäåëåé äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, îñó-
ùåñòâëÿåìàÿ äëÿ ïðèìåíåíèÿ ýòèõ àëãîðèòìîâ, ïðèâîäèò ê ìíîãîîñíîâíûì
àëãåáðàè÷åñêèì ñèñòåìàì (îñíîâíûìè ìíîæåñòâàìè âûñòóïàþò ïðîñòðàí-
ñòâî ñîñòîÿíèé, øêàëà âðåìåíè è äð.). Ïîýòîìó àêòóàëåí âîïðîñ î ðàçâè-
òèè ìåòîäà ËÓ äëÿ ìíîãîîñíîâíîãî ñëó÷àÿ (â ÷àñòíîñòè, áåç àïðèîðíîãî
çàäàíèÿ óñëîâèé ñâÿçè), ÷òî è ÿâëÿåòñÿ ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèÿ â äàííîé
äèññåðòàöèè.

Ñëåäóåò òàêæå ïîä÷åðêíóòü, ÷òî â ñèëó áîëüøåé ñëîæíîñòè, ïî õàðàê-
òåðó ñâîèõ îïðåäåëåíèé, òåõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îáúåêòîâ, êîòîðûå èçó÷àþòñÿ
â äèíàìèêå ñèñòåì, â ñðàâíåíèè ñ òðàäèöèîííûìè àëãåáðàè÷åñêèìè ñèñòå-
ìàìè, òðåáóåòñÿ ðàññìàòðèâàòü òàêèå ìíîãîîñíîâíûå àëãåáðàè÷åñêèå ñè-
ñòåìû (ÌÀÑ), ôóíêöèè è îòíîøåíèÿ êîòîðûõ îïðåäåëåíû íå ïðîñòî íà

4Æóðàâëåâ Â.Ô. Îñíîâû òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè. � Ì.: Ôèçìàòëèò, 2001. � 320 ñ.
5Êàâèíîâ À.Â., Êðèùåíêî À.Ï. Óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèé â ðàçíûõ ïåðåìåííûõ // Äèô.óðàâíåíèÿ. �

2007. � Ò. 43, N 11. � Ñ. 1470�1473.
6Michel A.N., Kaining W.K., Bo H. Qualitative Theory of Dynamical Systems. � N.Y.: Marcel Dekker,

Inc., 2001. � 706 p.

5



áàçèñíûõ ìíîæåñòâàõ èëè èõ äåêàðòîâûõ ïðîèçâåäåíèÿõ, à íà ïðîèçâîëü-
íûõ ñòóïåíÿõ â ñìûñëå Í. Áóðáàêè è, áîëåå òîãî, íà ñòóïåíÿõ ñ íåêîòîðû-
ìè äîïîëíèòåëüíûìè ðàñøèðåíèÿìè, ââîäèìûìè â äèññåðòàöèè (â ÷àñò-
íîñòè, äëÿ îõâàòà òàêèõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, êàê äèñêðåòíî-ñîáûòèéíûå
ñèñòåìû). Ïðè ýòîì â ñâÿçè ñ òàêîé îáùíîñòüþ ðàññìàòðèâàåìûõ ÌÀÑ â
ëîãè÷åñêèé ÿçûê ââîäÿòñÿ äîïîëíèòåëüíûå âûðàçèòåëüíûå ñðåäñòâà, è íå
òîëüêî äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ñõåì è ñòóïåíåé (îáðàçóåìûõ ïî ýòèì ñõåìàì),
íî òàêæå äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ êàíîíè÷åñêèõ ðàñïðîñòðàíåíèé îòîáðàæåíèé
(ÊÐÎ) îñíîâíûõ ìíîæåñòâ íà ñòóïåíè, èáî èìåííî äî êëàññà òàêèõ ôóíê-
öèé � ÊÐÎ � è ñóæàåòñÿ àëãîðèòìè÷åñêè ðàçíîîáðàçèå óïîìÿíóòûõ âû-
øå ñêóëåìîâñêèõ ôóíêöèé, âàæíûõ äëÿ ýôôåêòèâíîñòè ïîëó÷àåìûõ êðè-
òåðèåâ ñîõðàíåíèÿ. Äëÿ ñïåöèàëèçàöèè óðàâíåíèé â òàêîì ðàñøèðåííîì
(ëîãèêî-àëãåáðàè÷åñêîì) ÿçûêå áóäåì èõ íàçûâàòü ëîãèêî-àëãåáðàè÷åñêèìè
óðàâíåíèÿìè (ËÀÓ) è ðàññìàòðèâàòü äâà òèïà óðàâíåíèé: X&P → P′ è
X&P′ → P (âòîðîå óðàâíåíèå ñîîòâåòñòâóåò èçó÷åíèþ ñîõðàíåíèÿ ñâîé-
ñòâà â íàïðàâëåíèè, îáðàòíîì íàïðàâëåíèþ îòîáðàæåíèÿ ñâÿçè, äåéñòâó-
þùåãî èç S â S ′ ). Ýòè óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì óðàâíåíèé
ìåòîäà ðåäóêöèè, ïîýòîìó ïðåäëàãàåìûå â äèññåðòàöèè àëãîðèòìû ìîãóò
÷àñòè÷íî îáîñíîâûâàòüñÿ ñ ïðèìåíåíèåì ìåòîäà ðåäóêöèè, íî ëèøü ÷àñòè÷-
íî, ïîñêîëüêó ôîðìèðîâàíèå ðåøåíèÿ X îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ äîïîëíèòåëüíû-
ìè ïðîöåäóðàìè ñóæåíèÿ ñêóëåìîâñêèõ ôóíêöèé è íåêîòîðûìè äðóãèìè,
òàêæå îòñóòñòâóþùèìè â ìåòîäå ðåäóêöèè, ïðîöåäóðàìè.

Â êà÷åñòâå îäíîãî èç ïðèìåðîâ ïðèìåíåíèÿ ðàçâèâàåìîãî ìåòîäà ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ äèñêðåòíî-ñîáûòèéíûå ñèñòåìû (ÄÑÑ), ãëàâíîé îòëè÷è-
òåëüíîé îñîáåííîñòüþ êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ìîäåëèðîâàíèå ýâîëþöèè ñèñòåìû
ïóòåì ó÷åòà íàñòóïëåíèÿ êàêèõ-ëèáî ñîáûòèé. Ïîòðåáíîñòü â ÄÑÑ îáó-
ñëàâëèâàåòñÿ ñòðåìèòåëüíûì ðàçâèòèåì ïðîèçâîäñòâåííûõ ñèñòåì è ñåòåé
ñâÿçè, òðàíñïîðòíûõ ñåòåé è äðóãèõ, â ïåðâóþ î÷åðåäü àíòðîïîãåííûõ, ñè-
ñòåì. Êðîìå òîãî, ÄÑÑ øèðîêî ïðèìåíèìû â òåõíèêå. Ñ èõ ïîìîùüþ ìî-
äåëèðóþòñÿ, íàïðèìåð, àâòîìàòèçèðîâàííûå îòñåêè ñáîðêè øòîêîâ ïîðø-
íåé7, ìóëüòèïðîöåññîðû ïî ïðîèçâîäñòâó ïîëóïðîâîäíèêîâ8, òåðìîñòàòû,
ïåðåãîííûå êîëîííû õèìè÷åñêîãî ïðîèçâîäñòâà9, àâòîíîìíûå ìîáèëüíûå

7Moody J.O., Antsaklis P.J. Petri Net Supervisors for DES with Uncontrollable and Unobservable
Transitions // IEEE Transactions on Automatic Control. � 2000. � Vol. 45, N 3. � P. 462�476.

8Balemi S., Ho�mann G.J., Gyugyi P., Wong-Toi H., Franklin G.F. Supervisory Control of a Rapid
Thermal Multiprocessor // IEEE Transactions on Automatic Control. � 1993. � Vol. 38, N 7. � P. 1040�
1059.

9Stiver J.A., Antsaklis P.J., Lemmon M.D. A Logical DES Approach to the Design of Hybrid Control
Systems // Math. Comput. Modelling. � 1996. � N 23 (11/12). � P. 55�76.
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ðîáîòû10 è äð.
Âìåñòå ñ òåì, íåñìîòðÿ íà çíà÷èòåëüíîå ÷èñëî ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ ÄÑÑ,

ïîêà íå ðàçðàáîòàíî îáùåãî àïïàðàòà èõ èññëåäîâàíèÿ, êîòîðûé ñî âðåìå-
íåì ìîã áû ïðåâðàòèòüñÿ â íåêîòîðûé àíàëîã àïïàðàòà äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé äëÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ íåïðåðûâíûìè ïåðåìåííûìè.
Â äèññåðòàöèè ïðåäëàãàåòñÿ ñïîñîá èññëåäîâàíèÿ äèíàìèêè ÄÑÑ è íåêîòî-
ðûõ äðóãèõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, áàçèðóþùèéñÿ íà ïðåäëîæåííîì àâòî-
ðîì ìåòîäå ðåøåíèÿ óêàçàííûõ âûøå ëîãèêî-àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

Öåëè ðàáîòû:

• ðàçðàáîòêà ìåòîäà àëãîðèòìè÷åñêîãî ñèíòåçà êðèòåðèåâ ñîõðàíåíèÿ
ñâîéñòâ ìíîãîîñíîâíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì;

• ïîëó÷åíèå ñ ïîìîùüþ ýòîãî ìåòîäà êðèòåðèåâ ñîõðàíåíèÿ
ñâîéñòâ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, â ÷àñòíîñòè, ïðåäñòàâëåíèå äèñêðåò-
íî-ñîáûòèéíûõ ñèñòåì â âèäå ìíîãîîñíîâíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì
è ïîëó÷åíèå êðèòåðèåâ ñîõðàíåíèÿ ðàçëè÷íûõ äèíàìè÷åñêèõ ñâîéñòâ
ÄÑÑ â èõ ñîáñòâåííûõ òåðìèíàõ;

• ïðèìåíåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ â àíàëèçå ñâîéñòâ ìîäåëè ñåòè
îáùåñòâåííîãî òðàíñïîðòà è íåêîòîðûõ äðóãèõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.

Ìåòîäèêà èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå èñïîëüçîâàíû ìåòîäû ìàòåìàòè-
÷åñêîé ëîãèêè, òåîðèè àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì, òåîðèè óñòîé÷èâîñòè è ìåòîä
ñðàâíåíèÿ â ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè ñèñòåì.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Â ðàáîòå âïåðâûå ðåøåíà çàäà÷à àëãîðèòìè÷åñêîãî
ñèíòåçà êðèòåðèåâ ñîõðàíåíèÿ ñâîéñòâ ìíîãîîñíîâíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñè-
ñòåì êàê â íàïðàâëåíèè, ñîâïàäàþùåì ñ íàïðàâëåíèåì äåéñòâóþùèõ ìåæ-
äó ñèñòåìàìè îòîáðàæåíèé, òàê è â ïðîòèâîïîëîæíîì íàïðàâëåíèè. Èçó÷å-
íû íåêîòîðûå ñâîéñòâà äèñêðåòíî-ñîáûòèéíûõ ñèñòåì. Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ
ÄÑÑ â âèäå ÌÀÑ ïðîèçâåäåíî ðàñøèðåíèå ïîíÿòèÿ ñòóïåíè Í. Áóðáàêè ñ
èñïîëüçîâàíèåì äîïîëíèòåëüíîé îïåðàöèè îáðàçîâàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòåé. Èññëåäîâàíà ìîäåëü ñåòè îáùåñòâåííîãî òðàíñïîðòà. Âñå ðåçóëüòàòû
äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è ñíàáæåíû ñòðîãèìè äîêàçàòåëüñòâàìè.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Äèññåðòàöèÿ íîñèò òåî-
ðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû

10Kosecka J., Bajcsy R. Discrete Event Systems for Autonomous Mobile Agents // J. of Robotics and
Autonomous Systems. � 1994. � N 12. � P. 187�198.
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â äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèÿõ äèñêðåòíî-ñîáûòèéíûõ ñèñòåì è ìíîãîîñíîâ-
íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì. Ðàáîòà âûïîëíåíà ïî ïðîãðàììå ôóíäàìåí-
òàëüíûõ èññëåäîâàíèé ÑÎ ÐÀÍ N 2.4 �Ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ óïðàâëå-
íèÿ�, ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå â Ïðîãðàììå N 19 Ïðåçèäèóìà ÐÀÍ,
N 2005-ÈÒ-12.1.002 ÔÖÍÒÏ �Èññëåäîâàíèÿ è ðàçðàáîòêè ïî ïðèîðèòåòíûì
íàïðàâëåíèÿì íàóêè è òåõíèêè�, Ïðîãðàììå ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâà-
íèé N 22 Ïðåçèäèóìà ÐÀÍ è ãðàíòîì Ïðåçèäåíòà Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè
ïî ãîñóäàðñòâåííîé ïîääåðæêå âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë Ðîññèéñêîé Ôåäå-
ðàöèè ÍØ-9508.2006.1.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè áûëè ïðåä-
ñòàâëåíû íà II Âñåðîññèéñêîé êîíôåðåíöèè �Èíôîêîììóíèêàöèîííûå è âû-
÷èñëèòåëüíûå òåõíîëîãèè è ñèñòåìû� ÈÊÂÒÑ'06 (ïîñ. Ýíõàëóê, 1�4 èþëÿ
2006 ã.), êîíôåðåíöèè �Ëÿïóíîâñêèå ÷òåíèÿ è ïðåçåíòàöèÿ èíôîðìàöèîí-
íûõ òåõíîëîãèé� (ã. Èðêóòñê, 14�15 äåêàáðÿ 2006 ã.), XII Áàéêàëüñêîé Âñå-
ðîññèéñêîé êîíôåðåíöèè ñ ìåæäóíàðîäíûì ó÷àñòèåì �Èíôîðìàöèîííûå è
ìàòåìàòè÷åñêèå òåõíîëîãèè â íàóêå è óïðàâëåíèè� (îç. Áàéêàë, ã. Èðêóòñê,
2�10 èþëÿ 2007 ã.), à òàêæå íåîäíîêðàòíî äîêëàäûâàëèñü íà ñåìèíàðàõ Èí-
ñòèòóòà äèíàìèêè ñèñòåì è òåîðèè óïðàâëåíèÿ ÑÎ ÐÀÍ.

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ðà-
áîòàõ [1]− [7].

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà èçëîæåíà íà
129 ñòðàíèöàõ è ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëè-
òåðàòóðû, ñîäåðæàùåãî 78 íàèìåíîâàíèé, âêëþ÷àÿ ðàáîòû äèññåðòàíòà.
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ÎÑÍÎÂÍÎÅ ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Âî ââåäåíèè äàåòñÿ îáîñíîâàíèå àêòóàëüíîñòè òåìû èññëåäîâàíèé è
ïðèâîäèòñÿ êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû.

Â ïåðâîé ãëàâå ïðåäñòàâëåí îáçîð ëèòåðàòóðû ïî òåìå äèññåðòàöèè,
íà÷èíàÿ ñ îáúåêòîâ äèíàìè÷åñêîãî àíàëèçà è êîí÷àÿ ìåòîäàìè àíàëèçà.
Ï. 1.1 ïîñâÿùåí îïèñàíèþ èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ èñïîëüçîâàíèÿ ëîãè÷å-
ñêèõ óðàâíåíèé, à òàêæå ïðîáëåìàòèêå èçó÷åíèÿ âîïðîñîâ ñîõðàíåíèÿ
ñâîéñòâ ïðè îòîáðàæåíèÿõ ñèñòåì. Â ï. 1.2 ïðèâîäèòñÿ êðàòêèé îáçîð ëè-
òåðàòóðû, êàñàþùåéñÿ òðàäèöèîííûõ ìíîãîîñíîâíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñè-
ñòåì. Â ï. 1.3 äàí àíàëèç íåêîòîðîé ëèòåðàòóðû, ïîñâÿùåííîé ÄÑÑ, à â
ï. 1.4 ïðèâîäÿòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå áàçîâûå ïîíÿòèÿ è òåðìèíîëîãèÿ, èñ-
ïîëüçóåìûå â ãëàâå 3.

Äèñêðåòíî-ñîáûòèéíîé ñèñòåìîé íàçûâàåòñÿ ïÿòåðêà G = (X , E ,
{fe}e∈E , g, Ev). Çäåñü X � ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé ñèñòåìû; E � ìíîæåñòâî
ñîáûòèé; {fe}e∈E � îïåðàòîðû ïåðåõîäà, fe : X → X äëÿ âñåõ e ∈ E ;
g : X → 2E\{∅} � ôóíêöèÿ âîçìîæíîñòåé, ò.å. g(x) åñòü ìíîæåñòâî ñîáû-
òèé, êîòîðûå ìîãóò ïðîèçîéòè, åñëè ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè x ∈ X .
Ðàññìàòðèâàåòñÿ äèñêðåòíàÿ øêàëà �âðåìåíè� êàê øêàëà çíà÷åíèé ñ÷åò-
÷èêà ñîáûòèé N = {0, 1, 2, . . .}, è xk ∈ X ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñîñòîÿíèå
â ìîìåíò k ∈ N . Åñëè â ýòîò ìîìåíò ïðîèñõîäèò ñîáûòèå ek ∈ g(xk), òî
ñîñòîÿíèå xk+1 çàäàåòñÿ ïðèìåíåíèåì îïåðàòîðà fek , ò.å. xk+1 = fek(xk).

Ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x = {x0, x1, x2, x3, . . .} ∈ XN òàêàÿ, ÷òî äëÿ
âñåõ k xk+1 = fek(xk), ãäå ek ∈ g(xk), íàçûâàåòñÿ òðàåêòîðèåé ñîñòîÿíèé
(ôàçîâîé òðàåêòîðèåé). Ìíîæåñòâî âñåõ ñîáûòèéíûõ òðàåêòîðèé, îáîçíà-
÷àåìîå E (E ⊂ EN), ñîñòîèò èç òåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé e = {e0, e1, e2,
e3, . . .} ∈ EN , äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóþò òðàåêòîðèè ñîñòîÿíèé x ∈ XN òà-
êèå, ÷òî äëÿ âñåõ k ek ∈ g(xk). Çäåñü âûðàæåíèå B

A äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ
A è B îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî âñåõ îòîáðàæåíèé èç A â B.

×åðåç Ev ⊂ E ⊂ EN îáîçíà÷àåòñÿ ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ñîáû-
òèéíûõ òðàåêòîðèé, ò.å. òàêèõ, êîòîðûå ôèçè÷åñêè âîçìîæíû â ñèñòåìå.

Â ï. 1.5 îïèñàíà èçâåñòíàÿ ìîäåëü ñåòè îáùåñòâåííîãî òðàíñïîðòà, ñâîé-
ñòâà êîòîðîé èçó÷àþòñÿ â ãëàâå 3.

Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ðàçðàáîòêå ìåòîäà ëîãèêî-àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé äëÿ àëãîðèòìèçàöèè ñèíòåçà êðèòåðèåâ ñîõðàíåíèÿ ñâîéñòâ ââî-
äèìûõ â ãëàâå îáùèõ ìíîãîîñíîâíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì êîíå÷íîãî òè-
ïà (ÎÌÀÑÊ).
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Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ÎÌÀÑÊ â ï. 2.1 ñíà÷àëà ââîäèòñÿ ñëåäóþùåå ïîíÿòèå
ñõåìû ñòóïåíåé (äàëåå ÷àñòî äëÿ êðàòêîñòè � ïðîñòî ñõåìû). Ðàññìîòðèì
ìíîæåñòâî èç k ñèìâîëîâ σa = {aλ|λ = 1, k} (k > 0) è ñèãíàòóðó σ0 =
{t × t,P ,N}. Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî ñõåì ñòóïåíåé íàä σa ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

1) äëÿ âñåõ λ = 1, k aλ åñòü ñõåìà;
2) åñëè S1, S2 � ñõåìû, òî (S1 × S2) � ñõåìà;
3) åñëè S � ñõåìà, òî P(S) è N (S) � ñõåìû;
4) âûðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ ñõåìîé òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ýòî ñëåäóåò

èç ïðàâèë 1�3.
Ìíîæåñòâî âñåõ ñõåì ñòóïåíåé S[σa] íàä σa îáîçíà÷èì St[σa].
Åñëè èìååòñÿ ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ A = {Aλ|λ = 1, k}, òî äëÿ ëþáîé

ñõåìû ñòóïåíåé S[σa] ∈ St[σa] èíäóêöèåé ïî ïîñòðîåíèþ ñõåìû S[σa] î÷å-
âèäíûì îáðàçîì è îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ìíîæåñòâî S[A] �ñòóïåíü íàä
ñåìåéñòâîì A (ïî ñõåìå S). Ïðè ýòîì ñèìâîëû aλ ∈ σa èíòåðïðåòèðóþò-
ñÿ êàê ìíîæåñòâà Aλ ∈ A (λ = 1, k), áèíàðíûé ñèìâîë t × t ∈ σ0 �
êàê îïåðàöèÿ îáðàçîâàíèÿ äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ, ò.å. äëÿ ñõåì S1, S2

∈ St[σa] ïîëàãàåì (S1 × S2)[A] = S1[A] × S2[A], ôóíêöèîíàëüíûé ñèìâîë
P ∈ σ0 � êàê îïåðàöèÿ îáðàçîâàíèÿ áóëåàíà, ò.å. äëÿ ñõåìû P(S) ∈ St[σa]
ïîëàãàåì P(S)[A] = 2S[A], ñèìâîë N ∈ σ0 � êàê îïåðàöèÿ îáðàçîâàíèÿ
ìíîæåñòâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ò.å. äëÿ ñõåìû N (S) ∈ St[σa] ïîëàãàåì
N (S)[A] = (S[A])N . Òàêèì îáðàçîì, êëàññè÷åñêèå ïîíÿòèÿ ñõåìû è ñòó-
ïåíè Áóðáàêè11 ðàñøèðåíî ââåäåíèåì â σ0 äîïîëíèòåëüíîãî ñèìâîëà N è
óêàçàííîé èíòåðïðåòàöèåé ñõåì.

Äàëåå ââîäèòñÿ ÿçûê ïåðâîãî ïîðÿäêà L � òåðìîâ è ôîðìóë, èíòåðïðå-
òèðóåìûõ åñòåñòâåííûì îáðàçîì. Äëÿ êàæäîé ñõåìû Si = Si[σa] ∈ St[σa]
ââîäÿòñÿ èíäèâèäíûå ïåðåìåííûå ui1, ui2, . . . � ïåðåìåííûå ñîðòà Si[σa].
Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèãíàòóðà σ = σP ∪ σF ∪ σE. Çäåñü:
σF = {F nβ

β , β = 1, kF , nβ ∈ {1, 2, . . .}} � ìíîæåñòâî ôóíêöèîíàëüíûõ
ñèìâîëîâ, ïðè÷åì ñ êàæäûì ñèìâîëîì F

nβ
β ñâÿçûâàþòñÿ ñõåìû â êîëè÷å-

ñòâå nβ + 1, îáîçíà÷àåìûå S1β[σa], S2β[σa], . . ., Snββ[σa], Snβ+1,β[σa] ∈ St[σa],
ïðè ýòîì ïîñëåäíÿÿ ñõåìà â èíòåðïðåòàöèè ñèìâîëà F

nβ
β nβ�ìåñòíîé ôóíê-

öèè F
nβ
β ïîçâîëèò ôèêñèðîâàòü îáëàñòü çíà÷åíèé ýòîé ôóíêöèè, à îñòàëü-

íûå ñõåìû � îáëàñòè çíà÷åíèé àðãóìåíòîâ ýòîé ôóíêöèè;
σP = {P nγ

γ , γ = 1, kP , nγ ∈ {0, 1, 2, . . .}} � ìíîæåñòâî ïðåäèêàòíûõ
ñèìâîëîâ ñî ñâÿçàííûìè ñ íèìè ñõåìàìè T1γ[σa], . . ., Tnγγ[σa] ∈ St[σa], γ =
1, kP ;

11Áóðáàêè Í. Òåîðèÿ ìíîæåñòâ. � Ì.: Ìèð, 1965. � 465 c.
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σE = {Eδ, δ = 1, kE} � ìíîæåñòâî ñèìâîëîâ âûäåëåííûõ ýëåìåíòîâ ñî
ñâÿçàííûìè ñ íèìè ñõåìàìè Uδ[σa] ∈ St[σa], δ = 1, kE.

Èñïîëüçóþòñÿ òàêæå çíàêè �=� (ðàâåíñòâà) è 〈t,t〉 (óïîðÿäî÷åííîé ïà-
ðû). Õîòÿ ýòè ñèìâîëû ìîãóò ñâÿçûâàòü ýëåìåíòû ðàçëè÷íûõ ïàð ñõåì
Si[σa] è Sj[σa], èñïîëüçóþòñÿ îäíè è òå æå ñèìâîëû äëÿ ëþáîé òàêîé ïàðû.

Îïðåäåëÿåòñÿ ìíîæåñòâî ïðàâèëüíî ïîñòðîåííûõ âûðàæåíèé, îáîçíà÷à-
þùèõ îáúåêòû è íàçûâàåìûõòåðìàìè; îäíîâðåìåííî äëÿ òåðìîâ ââîäèòñÿ
ïîíÿòèå ñîðòà:

1) âñÿêàÿ èíäèâèäíàÿ ïåðåìåííàÿ uij åñòü òåðì; ñîðòîì ýòîãî òåðìà, êàê
óñëîâëåíî, íàçûâàåòñÿ ñõåìà Si[σa] ïåðåìåííîé uij, è äëÿ ñîðòà ââîäèòñÿ
îáîçíà÷åíèå |uij| = Si[σa];

2) âñÿêèé ñèìâîë Eδ âûäåëåííîãî ýëåìåíòà åñòü òåðì, |Eδ| = Uδ[σa];
3) åñëè t1, t2 � òåðìû ñîðòîâ |t1|, |t2|, ñîîòâåòñòâåííî, òî 〈t1, t2〉 ÿâëÿåòñÿ

òåðìîì ñîðòà |t1| × |t2|;
4) åñëè t = 〈. . . 〈〈t1, t2〉, t3〉, . . . tnβ〉 è |ti| = Siβ[σa], i = 1, nβ, òî

F
nβ
β (t1, . . . , tnβ) ÿâëÿåòñÿ òåðìîì ñîðòà Snβ+1,β[σa] (β = 1, kF );
5) âûðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ òåðìîì òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ýòî ñëåäóåò

èç ïðàâèë 1�4.
Äëÿ ôîðìóëèðîâêè óòâåðæäåíèé îá îáúåêòàõ îïðåäåëÿþòñÿ ïðàâèëüíî

ïîñòðîåííûå âûðàæåíèÿ, íàçûâàåìûå ôîðìóëàìè:
1) åñëè t1, t2 � òåðìû è |t1| = |t2|, òî âûðàæåíèå t1 = t2 ÿâëÿåòñÿ

ôîðìóëîé;
2) åñëè t1, . . . , tnγ � òåðìû, |t1| = T1γ[σa], . . . , |tnγ | = Tnγγ[σa] è P

nγ
γ �

ïðåäèêàòíûé ñèìâîë, ñ êîòîðûì ñâÿçàíû ñõåìû T1γ[σa], . . ., Tnγγ[σa], òî
P nγ
γ (t1, . . . , tnγ) � ôîðìóëà;
3) åñëè F1, F2 � ôîðìóëû, òî âûðàæåíèÿ ¬(F1), (F1 & F2), (F1 ∨ F2),

(F1 → F2) ÿâëÿþòñÿ ôîðìóëàìè;

4) åñëè F � ôîðìóëà, ω̃α � òèïîâûé êâàíòîð (ÒÊ) âèäà ω̂α
df
= ∀zα : Zα

df
=

∀zα(Zα → t) (ÒÊ âñåîáùíîñòè) èëè âèäà ω̌α
df
= ∃zα : Zα

df
= ∃zα(Zα&t) (ÒÊ

ñóùåñòâîâàíèÿ), ãäå Zα � ôîðìóëà, òî âûðàæåíèÿ ω̂αF = ∀zα(Zα → F),
ω̌αF = ∃zα(Zα & F) � ôîðìóëû; çäåñü zα � èíäèâèäíûå ïåðåìåííûå uij;

5) âûðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëîé òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ýòî ñëåäóåò
èç ïðàâèë 1�4.

Ôîðìóëû, ïîñòðîåííûå ïî ïðàâèëàì 1 è 2, íàçûâàþòñÿ àòîìàðíûìè.
Îáùåé ìíîãîîñíîâíîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìîé êîíå÷íîãî òèïà ñèã-

íàòóðû σ íàçûâàåòñÿ îáúåêò A = 〈A,ΩF , ΩP ,ΩE〉, ñîñòîÿùèé èç ñåìåé-
ñòâà îñíîâíûõ ìíîæåñòâ A = {Aλ|λ = 1, k} è îòâå÷àþùèõ ìíîæåñòâàì
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σF , σP è σE ñëåäóþùèõ ìíîæåñòâ: ìíîæåñòâà ôóíêöèé ΩF = {Fnβ
β |F

nβ
β :

S1β[A]×S2β[A]× . . .×Snββ[A]→ Snβ+1,β[A], β = 1, kF}, ìíîæåñòâà îòíîøå-
íèé ΩP = {Pnγ

γ |Pnγ
γ ⊆ T1γ[A]× . . .× Tnγγ[A], γ = 1, kP} è ìíîæåñòâà âûäå-

ëåííûõ ýëåìåíòîâ ΩE = {Eδ|Eδ ∈ Uδ[A], δ = 1, kE}. Áëàãîäàðÿ îáîáùåíèþ
ïîíÿòèÿ ñõåìû è ñòóïåíè Í. Áóðáàêè, â ôîðìå ÎÌÀÑÊ ëåãêî ïðåäñòàâèòü
ðàçíûå ìîäåëè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì è, â ÷àñòíîñòè, ÄÑÑ.

Äëÿ ëþáîãî ñåìåéñòâà îòîáðàæåíèé ϕ = {ϕλ|ϕλ : Aλ → A′λ, λ = 1, k} è
ëþáîé ñòóïåíè S[A] ∈ St[A] îïðåäåëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêîå ðàñïðîñòðàíåíèå

îòîáðàæåíèé (ÊÐÎ) ϕλ íà S[A], ò.å. 〈ϕ〉S[A] : S[A]→ S[A′] (îíî îáîáùàåò
îïðåäåëåíèå Í. Áóðáàêè íà ðàñøèðåííóþ øêàëó ñòóïåíåé). Ïðè ýòîì èñ-
ïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ: ψ1 ∗ ψ2 � ÊÐÎ ψ1, ψ2 íà A1 × A2, ψ̂1 � ÊÐÎ ψ1

íà 2A1, ψ1|N � ÊÐÎ ψ1 íà A
N
1 (àíàëîãè÷íû îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ

îòîáðàæåíèé ñ ïðîèçâîëüíîé ñòóïåíüþ S1[A] âìåñòî A1 è S2[A] âìåñòî A2).

Ïóñòü F(x)
df
= F(x1, . . . , xp) � ïðîèçâîëüíàÿ ôîðìóëà ñèãíàòóðû σ â

ÿçûêå L ñ ïåðåîáîçíà÷åííûìè ÷åðåç xµ äëÿ óäîáñòâà âñåìè åå ñâîáîäíûìè
ïåðåìåííûìè uij, µ = 1, p, p ≥ 0. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ñ÷èòàåì, ÷òî
ïåðåìåííûõ, îäíîâðåìåííî ñâÿçàííûõ è ñâîáîäíûõ, íåò, ÷òî îòñóòñòâóþò
ÒÊ ñ îäèíàêîâûìè êâàíòîðíûìè ïåðåìåííûìè zα è ÷òî F ÿâëÿåòñÿ ôîð-
ìóëîé, îáðàçîâàííîé èç ëèòåð (çàêëþ÷èòåëüíûõ ôîðìóë) Fν, ò.å. èç àòî-
ìàðíûõ ôîðìóë Fν

+ èëè èõ îòðèöàíèé Fν
−, ñ ïîìîùüþ ñâÿçîê &, ∨ è ÒÊ

ω̂α èëè ω̌α, α = 1, n, ν = 1,M . Òàêèå ôîðìóëû, â îòëè÷èå îò ïîçèòèâíûõ
ôîðìóë, èñïîëüçóåìûõ, íàïðèìåð, â îáùåé òåîðèè àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì,
íàçâàíû îáîáùåííûìè ïîçèòèâíûìè ôîðìóëàìè.

Ïóñòü A, A′ � ÎÌÀÑÊ ñèãíàòóðû σ ñ ñåìåéñòâàìè îñíîâíûõ ìíîæåñòâ
A = {Aλ| λ = 1, k} è A′ = {A′λ| λ = 1, k}, ñîîòâåòñòâåííî.

Ôîðìóëà F(x) îïðåäåëÿåò íà ñèñòåìå A p-àðíûé ôîðìóëüíûé ïðåäèêàò
FA (â îòëè÷èå îò òðàäèöèîííîãî îïðåäåëåíèÿ12, F íàçûâàåòñÿ ñâîéñòâîì
ÎÌÀÑÊ äàæå ïðè p 6= 0). Â ï. 2.2 ïðåäëàãàåòñÿ ñïîñîá ñèíòåçà óñëîâèé
X ñîõðàíåíèÿ èñòèííîñòíûõ çíà÷åíèé ïðåäèêàòà FA îòíîñèòåëüíî îòîáðà-
æåíèé ϕ = {ϕλ|ϕλ : Aλ → A′λ, λ = 1, k}. Èíà÷å ãîâîðÿ, àëãîðèòìèçèðîâàíî
ïîëó÷åíèå íåòðèâèàëüíûõ óñëîâèé X, ïðè êîòîðûõ èç âûïîëíèìîñòè íà ñè-
ñòåìå A ôîðìóëû F ïðè êàêèõ-ëèáî ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ c1, . . ., cp
ïåðåìåííûõ x1, . . ., xp âûòåêàåò âûïîëíèìîñòü F íà A′ è ñîîòâåòñòâóþùèõ

çíà÷åíèÿõ ÊÐÎ 〈ϕ〉S1[A](c1), . . ., 〈ϕ〉Sp[A](cp), ãäå Sµ[A] � ñîðò ïåðåìåííîé
xµ, µ = 1, p.

X èùåòñÿ êàê ôîðìóëà ÿçûêà ïåðâîãî ïîðÿäêà, ðàñøèðÿþùåãî L. Îáî-
12Ìàëüöåâ À.È. Àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû. � Ì.: Íàóêà, 1970. � 329 ñ.
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çíà÷èì σ∗ = σ∪σ′∪{fλ}, ãäå ñèãíàòóðà σ′ âûáèðàåòñÿ òàê, ÷òîáû σ′∩σ = ∅,
è ñîñòîèò èç äóáëèêàòîâ ñèãíàòóðû σ â íîâûõ îáîçíà÷åíèÿõ. Ôóíêöèî-
íàëüíûå ñèìâîëû fλ èíòåðïðåòèðóþòñÿ â äàëüíåéøåì íà ìíîæåñòâàõ îä-
íîçíà÷íûõ è âñþäó îïðåäåëåííûõ íà îñíîâíûõ ìíîæåñòâàõ Aλ ôóíêöèé
ϕλ : Aλ → A′λ, λ = 1, k. Ïóñòü ÿçûê L∗ ïîñòðîåí åñòåñòâåííûì îáðàçîì íà
áàçå σ∗, êàê L � íà áàçå σ, ñ ðàíåå óêàçàííûìè âíåñèãíàòóðíûìè ñèìâîëà-
ìè, ê êîòîðûì äîáàâèì ñèìâîëû t • t, B(t), t||N îïåðàöèé îáðàçîâàíèÿ
ÊÐÎ, èíòåðïðåòèðóåìûå êàê t ∗ t, t̂, t|N , ñîîòâåòñòâåííî. Åñòåñòâåííûì
îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ òåðì fS[σa], îáðàçîâàííûé èç ñèìâîëîâ fλ ñ ïîìîùüþ
ñèìâîëîâ ýòèõ òðåõ îïåðàöèé ïî ñõåìå S[σa] ïîñòðîåíèÿ ÊÐÎ.

Ðàçâèâàåòñÿ ìåòîä ôîðìèðîâàíèÿ íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé ëîãèêî-àë-
ãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

X&F(x1, . . . , xp)→ F ′(f |x1|(x1), . . . , f
|xp|(xp)). (1)

Óñëîâèÿ X áóäóò èìåòü âèä C&C′&R1 è ôîðìèðóþòñÿ ïî ñëåäóþùèì àë-
ãîðèòìàì.

Åñëè σF ∪ σE 6= ∅, òî ôîðìóëà F ïðåîáðàçóåòñÿ â ôîðìóëó Ψ òàê, ÷òî-
áû åå çàêëþ÷èòåëüíûå ôîðìóëû Ψν íå ñîäåðæàëè âõîæäåíèé ñèìâîëîâ èç
σF ∪σE (åñëè âñå Fν íå ñîäåðæàò ýëåìåíòîâ èç σF ∪σE, òî F = Ψ). Ýòî òðå-
áóåòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ â äàëüíåéøåì íà áàçå R1 áîëåå ïðîñòî ïðîâåðÿåìûõ
óñëîâèé, ò.ê. ôóíêöèîíàëüíûå è ïðåäèêàòíûå ñèìâîëû íå áóäóò îäíîâðå-
ìåííî ôèãóðèðîâàòü íè â îäíîé åå çàêëþ÷èòåëüíîé (àòîìàðíîé) ôîðìóëå.
Îïèñûâàåìàÿ íèæå ïðîöåäóðà è ïîçâîëÿåò â äàëüíåéøåì îò R1 ïåðåõîäèòü
ê êîíúþíêöèè óñëîâèé, â ñîâîêóïíîñòè äîñòàòî÷íûõ äëÿ R1, êàæäîå èç êî-
òîðûõ âûðàæàåò óñëîâèå ñîõðàíåíèÿ åäèíñòâåííîãî ñèãíàòóðíîãî ñèìâîëà
� ôóíêöèîíàëüíîãî èëè ïðåäèêàòíîãî, â ïîëíîì ñîîòâåòñòâèè ñ òðàäèöè-
îííûìè îïðåäåëåíèÿìè ìîðôèçìîâ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì.

Ïðåîáðàçîâàíèå îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ñíà÷àëà â Fν, ν =
1,M , îòûñêèâàåòñÿ òåðì t1 ëèáî à

◦) âèäà E1, ëèáî âèäà á
◦) ñ îäíèì ñèã-

íàòóðíûì, à èìåííî, ôóíêöèîíàëüíûì ñèìâîëîì F1, ò.å. òåðì âèäà F1(s11,
s12, . . ., s1n1

), ãäå F1 ∈ σF , s1i � ïåðåìåííûå xµ èëè zα, i = 1, n1, n1 > 0
(ïåðåìåííûå s1i ìîãóò áûòü ðàçíîãî ñîðòà, ïîýòîìó, õîòÿ îíè ÿâëÿþòñÿ èí-
äèâèäíûìè ïåðåìåííûìè, ðàíåå îáîçíà÷àâøèìèñÿ uij, îñóùåñòâëåíî ïåðå-
èìåíîâàíèå). Èç ÷èñëà ïåðåìåííûõ zα, âõîäÿùèõ â t1, åñëè òàêîâûå íàéäóò-
ñÿ, âûäåëÿåòñÿ ïåðåìåííàÿ sα1, êâàíòîð ïî êîòîðîé ω̃α1 èìååò íàèìåíüøóþ
îáëàñòü äåéñòâèÿ D1, è ïî îïðåäåëåíèþ

Φ1
df
=

 F(ω̂α1∀y1(y1 = t1 → D1(y1/t1))/ω̂α1D1), åñëè ω̃α1 = ω̂α1;
F(ω̌α1∃y1(y1 = t1&D1(y1/t1))/ω̌α1D1), åñëè ω̃α1 = ω̌α1.
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Çäåñü D1(y1/t1) � ðåçóëüòàò îäíîâðåìåííîé çàìåíû â D1 âñåõ âõîæäåíèé
òåðìà t1 íà ðàíåå íèãäå íå âñòðå÷àâøóþñÿ â F ïåðåìåííóþ y1.

Åñëè æå ñðåäè ïåðåìåííûõ s1i îòñóòñòâóþò ïåðåìåííûå zα (÷òî çàâåäîìî
èìååò ìåñòî â ñëó÷àå t1 = E1), òî

Φ1
df
= ∃y1(y1 = t1&F(y1/t1)).

Òå âûðàæåíèÿ, â êîòîðûå ïåðåõîäÿò ëèòåðû Fν â ïðîöåññå ïîñëåäîâà-
òåëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóëû F , íàçûâàþòñÿ ñëåäàìè ýòèõ ëèòåð (â
îòëè÷èå îò äîáàâëÿåìûõ ëèòåð, íàïðèìåð, y1 = t1).

Ïðîäîëæàÿ, åñëè íåîáõîäèìî, ýòîò ïðîöåññ, ïðèõîäèì ê ôîðìóëå Ψ(x) =
Ψ(x1, . . . , xp), óæå íå ñîäåðæàùåé ñèìâîëîâ E ∈ σE è F ∈ σF â ñëåäàõ
ëèòåð Fν, ν = 1,M .

Ïóñòü yε∗ � ïîñëåäíÿÿ èç ââåäåííûõ ïåðåìåííûõ yε, ò.å. ε = 1, ε∗. ×åðåç
ŷε (ñîîòâ. y̌ε) îáîçíà÷àþòñÿ êâàíòîðû ∀yε(yε = tε → t) (ñîîòâ. ∃yε(yε =
tε&t)). Äëÿ ëþáîé ôîðìóëû Θ ÷åðåç |Θ, e| îáîçíà÷àåòñÿ ñëîâî, ñîñòàâëåí-
íîå èç âñåõ êâàíòîðîâ, óïðàâëÿþùèõ â ôîðìóëå Θ ýëåìåíòîì e, à ÷åðåç
||Θ, e|| � ýòî æå ñëîâî, â êîòîðîì âñå êâàíòîðû ñóùåñòâîâàíèÿ çàìåíåíû
íà ñîîòâåòñòâóþùèå êâàíòîðû âñåîáùíîñòè. ×åðåç HΘ îáîçíà÷àåòñÿ ðå-
çóëüòàò âû÷åðêèâàíèÿ èç Θ âñåõ íåñóùåñòâåííûõ êâàíòîðîâ (ò.å. òàêèõ,
êâàíòîðíûå ïåðåìåííûå êîòîðûõ íå âõîäÿò â îáëàñòü äåéñòâèÿ êâàíòîðà).
Ââîäÿòñÿ òàêæå ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

C = &{H||Ψ, y̌ε||∃yε(yε = tε) : ε = 1, ε∗ & y̌ε ∈ Ψ},

C′ = &{H||Ψ′, ŷ′ε||∃y′ε(y′ε = t′ε) : ε = 1, ε∗ & ŷ′ε ∈ Ψ′},
ãäå

Ψ′(x′) = Ψ′(x′1, . . . , x
′
p) = Ψ(P ′/P, F ′/F,E ′/E, z′α/zα, x

′
µ/xµ, y

′
ε/yε),

t′ε = tε(U
′
ε/Uε, z

′
α/zα, y

′
τ/yτ , f

|xµ|(xµ)/xµ) (ïîäñòàíîâêè ïî âñåì P ∈ σP , F ∈
σF , E ∈ σE, α = 1, n, µ = 1, p, τ = 1, ε∗, τ 6= ε), Uε = Eε èëè Uε = Fε
ñîîòâåòñòâåííî ñëó÷àÿì à◦ è á◦, ε = 1, ε∗. Ïóñòü òàêæå

Ψ′(f(x)) = Ψ′(f |x1|(x1)/x
′
1, . . . , f

|xp|(xp)/x
′
p),

F ′(f(x)) = F ′(f |x1|(x1)/x
′
1, . . . , f

|xp|(xp)/x
′
p).

Ëåììà 1. C&C′ → ((Ψ(x)→ Ψ′(f(x)))→ (F(x)→ F ′(f(x)))).
Äàëåå ÷åðåç Ψν îáîçíà÷àåòñÿ ñëåä ëèòåðû Fν â Ψ, ν = 1,M , à ÷åðåç v̌

(ñîîòâ. v̂) � òèïîâûé êâàíòîð w̌α (ñîîòâ. ŵα), åñëè v � ïåðåìåííàÿ zα. Åñëè
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v � ïåðåìåííàÿ yε, òî ïîä v̌ (ñîîòâ. v̂) ïîíèìàåòñÿ êâàíòîð y̌ε (ñîîòâ. ŷε).
Àíàëîãè÷íî èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ Ψν

+, Ψν
−, Ψν

+Q, Ψν
−Q, Q ∈ σP ∪ {=},

à òàêæå v̌′, v̂′ äëÿ êâàíòîðîâ ïî ïåðåìåííûì v′ ôîðìóëû Ψ′(x′).

Ïóñòü òàêæå Vj
df
= (f |vj |(vj) = v′j), j = 1, n∗ (n∗ = n+ ε∗),

(v̌j : Vj) =

 ∃vj(Zα&Vj&t), åñëè vj � ïåðåìåííàÿ zα;
∃yε(yε = tε&Vj&t), åñëè vj � ïåðåìåííàÿ yε.

Àíàëîãè÷íî ïîíèìàþòñÿ âûðàæåíèÿ (v̌′j : Vj). ×åðåç Ξν
+Q (ñîîòâ. Ξν

−Q) îáî-
çíà÷àåòñÿ èìïëèêàöèÿ Ψν

+Q → (Ψ′)ν+Q (ñîîòâ. (Ψ′)ν+Q → Ψν
+Q), ãäå (Ψ′)ν+Q

� ëèòåðà èç Ψ′, îòâå÷àþùàÿ ëèòåðå Ψν
+Q èç Ψ; êîãäà íå âàæíî, êàêîâî Q,

ïèøåì Ξν
+ è Ξν

−.
Ââîäèòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå ôîðìóëû Ψ â ôîðìóëó R1:
1) ðàññìàòðèâàþòñÿ ìàêñèìàëüíûå öåïî÷êè îäíîèìåííûõ ñîñåäíèõ êâàí-

òîðîâ, ò.å. ìàêñèìàëüíûå öåïî÷êè v̂1 . . . v̂m èëè v̌1 . . . v̌m ñîñåäíèõ êâàíòî-
ðîâ, íå ðàçäåëåííûå â ñòðóêòóðå ôîðìóëû Ψ íè êâàíòîðàìè ∃ è ∀, ñîîò-
âåòñòâåííî, íè ëîãè÷åñêèìè ñâÿçêàìè &,∨; âñå ýòè öåïî÷êè çàìåíÿþòñÿ
íà öåïî÷êè ñîîòâåòñòâåííî v̂′1 . . . v̂

′
m(v̌1 : V1) . . . (v̌m : Vm), v̂1 . . . v̂m(v̌′1 :

V1) . . . (v̌
′
m : Vm);

2) âñå ñâÿçêè ∨ çàìåíÿþòñÿ íà &;
3) âñå ëèòåðû Ψν

+Q, ν = 1,M , çàìåíÿþòñÿ íà ôîðìóëû Ξν
+Q, à âñå ëèòåðû

Ψν
−Q � íà ôîðìóëû Ξν

−Q;
4) ïîñëå âûïîëíåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèé èç ï.ï. 1�3 âñå ïåðåìåííûå x′µ çà-

ìåíÿþòñÿ íà f |xµ|(xµ), è ðåçóëüòàò ïðèíèìàåòñÿ â êà÷åñòâå R1.
Ñëåäóþùàÿ ëåììà îáîñíîâûâàåò êîððåêòíîñòü ðåøåíèÿ

X
df
= C&C′&R1

ðàññìàòðèâàåìîãî íàìè ëîãèêî-àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (1).
Ëåììà 2. C&C′ → (R1 → (F(x)→ F ′(f(x)))).
Â ï. 2.3 ïîñòðîåíà ìîäèôèêàöèÿ îïèñàííîãî àëãîðèòìà äëÿ ïîñòðîåíèÿ

óñëîâèé C, C′ è R1, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íûìè óñëîâèÿìè ñîõðàíå-
íèÿ ñâîéñòâ ÎÌÀÑÊ â íàïðàâëåíèè, îáðàòíîì íàïðàâëåíèþ äåéñòâóþùèõ
ìåæäó ñèñòåìàìè îòîáðàæåíèé:

X&F ′(f |x1|(x1), . . . , f
|xp|(xp))→ F(x1, . . . , xp).

Ïîëó÷àåìûå ñ ïîìîùüþ ïðåäñòàâëåííûõ àëãîðèòìîâ óñëîâèÿ ñîõðàíå-
íèÿ ñâîéñòâ R1 ïîêà åùå îòëè÷àþòñÿ îò óñëîâèé ìîðôèçìîâ, òðàäèöèîííî
èñïîëüçóåìûõ â òåîðèè àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì, â òîì ÷èñëå â òåîðèè óíè-
âåðñàëüíûõ àëãåáð è òåîðèè ìîäåëåé. Ñèëüíàÿ ïåðåìåæàåìîñòü â óñëîâèè
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R1 êâàíòîðîâ îäíîãî ñìûñëà êâàíòîðàìè äðóãîãî ñìûñëà óõóäøàåò åãî ïðî-
âåðÿåìîñòü ïî ñðàâíåíèþ ñ óñëîâèÿìè, íàêëàäûâàåìûìè íà ñòàíäàðòíûå
ìîðôèçìû, ïîýòîìó â ï. 2.4 èùóòñÿ óñëîâèÿ R, äîñòàòî÷íûå äëÿ âûïîë-
íèìîñòè R1 è ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé áîëåå ïðèâû÷íûå óñëîâèÿ � òèïà
óñëîâèé ìîðôèçìîâ èëè î÷åâèäíûì îáðàçîì âûòåêàþùèå èç íèõ. Ðàçðàáî-
òàíû àëãîðèòìû, àíàëîãè÷íûå àëãîðèòìàì ïîëó÷åíèÿ òåîðåì ñðàâíåíèÿ èç
ëåìì ñðàâíåíèÿ13,14. Ïðè ýòîì R1 ðàçáèâàåòñÿ íà áîëåå ïðîñòûå ôîðìóëû,
êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñîäåðæèò â íåêîòîðîì ñìûñëå �ìèíèìàëüíîå� ÷èñëî
êâàíòîðîâ ñóùåñòâîâàíèÿ.

Ïåðâûì ïðåîáðàçîâàíèåì ÿâëÿåòñÿ ðàñùåïëåíèå ôîðìóëû R1 íà ÷àñòè
îòíîñèòåëüíî åå çàêëþ÷èòåëüíûõ ôîðìóë. Ïîëó÷èâøèåñÿ ïðè ýòîì ôîð-
ìóëû â îáùåì ñëó÷àå äîïóñêàþò ðàñùåïëåíèå íà êîíúþíêöèè áîëåå ïðî-
ñòûõ óñëîâèé ñ ïîìîùüþ âûäåëåíèÿ èç íèõ ïîäôîðìóë, ñîîòâåòñòâóþùèõ
íåêîòîðûì òèïîâûì êâàíòîðàì ñóùåñòâîâàíèÿ. Êîíúþíêöèÿ ïîëó÷èâøèõ-
ñÿ ôîðìóë è áóäåò èñêîìîé ôîðìóëîé R. Îáîñíîâûâàåòñÿ êîððåêòíîñòü
ýòèõ àëãîðèòìîâ.
Òåîðåìà 1. C&C′ → (R→ (F(x)→ F ′(f(x)))).
Àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìà ôîðìóëèðóåòñÿ äëÿ ñëó÷àÿ ñîõðàíåíèÿ ñâîéñòâ â

îáðàòíîì íàïðàâëåíèè (ñ ìîäèôèöèðîâàííûìè àëãîðèòìàìè ñèíòåçà R).

Â òðåòüåé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðèìåðû èñïîëüçîâàíèÿ ðàçðàáî-
òàííûõ àëãîðèòìîâ ñèíòåçà óñëîâèé ñîõðàíåíèÿ ñâîéñòâ ÎÌÀÑÊ. Â ï. 3.1
ðàññìàòðèâàåòñÿ ñâîéñòâî óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿ îáùåé äèíàìè÷åñêîé ñè-
ñòåìû (ÎÄÑ) S â ñìûñëå Â.Â. Íåìûöêîãî, îïðåäåëÿåìîé íà òîïîëîãè÷å-
ñêîì ïðîñòðàíñòâåX è ãðóïïå T 15. ÎÄÑ S îáîáùåííî ïðåäñòàâèìà â ôîðìå
ÌÀÑ 〈A,ΩF 〉 = 〈{X,T}, {F : X × T → X}〉.

Âåêòîð-ôóíêöèÿ ϕ = 〈ϕ1, ϕ2〉, ϕ1 : X → X ′, ϕ2 : T → T ′, íàçûâàåòñÿ
ãîìîìîðôèçìîì ÎÄÑ S è S ′, åñëè äëÿ ëþáûõ p ∈ X, t ∈ T

ϕ1(F (p, t)) = F ′(ϕ1(p), ϕ2(t)).

Ïóñòü X è X ′ � ðàâíîìåðíûå ïðîñòðàíñòâà ñ ôèëüòðàìè îêðóæåíèé
B è B′, ñîîòâåòñòâåííî, à ϕ1 è ϕ2 � áèåêöèè; òîãäà ãîìîìîðôèçì ñèñòåì
S è S ′ íàçûâàåòñÿ èçîìîðôèçìîì, åñëè ̂̂ϕ1 ∗ ϕ1(B) = B′, ò.å. ϕ1 � èçîìîð-
ôèçì ðàâíîìåðíîé ñòðóêòóðû ïðîñòðàíñòâà X íà ðàâíîìåðíóþ ñòðóêòóðó
ïðîñòðàíñòâà X ′.

13Ìàòðîñîâ Â.Ì. Ìåòîä ñðàâíåíèÿ â äèíàìèêå ñèñòåì. I, II // Äèô. óðàâíåíèÿ. � 1974. � Ò. 10,
N 9; 1975. � T. 11, N 3.

14Vassilyev S.N. Machine Synthesis of Mathematical Theorems // J. of Logic Programming. � 1990. �
Vol. 9, N 2, 3. � P. 235�266.

15Ñèáèðñêèé Ê.Ñ. Ââåäåíèå â òîïîëîãè÷åñêóþ äèíàìèêó. � Êèøèíåâ: ÐÈÎ ÀÍ ÌÑÑÐ, 1970. � 221 ñ.
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Òåîðåìà 2. Åñëè X, X ′ � ðàâíîìåðíûå ïðîñòðàíñòâà ñ ôèëüòðàìè
îêðóæåíèé B è B′, ñîîòâåòñòâåííî, p′0 = ϕ1(p0), à ϕ = 〈ϕ1, ϕ2〉 � èçî-
ìîðôèçì ÎÄÑ ñèñòåì S è S ′, òî èç óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿ F (p0, t)
ñèñòåìû S ñëåäóåò óñòîé÷èâîñòü äâèæåíèÿ F ′(p′0, t

′) ñèñòåìû S ′.
Ñ ïîìîùüþ ìîäèôèöèðîâàííûõ àëãîðèòìîâ (ï.ï. 2.3 è 2.4) ïîëó÷åíî,

÷òî ïðè èçîìîðôèçìå ÎÄÑ S è S ′ èç óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿ F ′(p′0, t
′) òàê-

æå ñëåäóåò óñòîé÷èâîñòü äâèæåíèÿ F (p0, t). Îáúåäèíåíèå ýòèõ ðåçóëüòàòîâ
äàåò àíàëîã òåîðåìû îá óñòîé÷èâîñòè ÎÄÑ, ïîëó÷åííîé ñ ïîìîùüþ ìåòîäà
ïðåäñòàâèìîñòè16.

Â ï. 3.2 ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ñ óïðàâëåíèåì
â àâòîìàòíîé ôîðìå

x(t+ 1) = F (x(t−m+ 1), x(t−m+ 2), . . . , x(t− 1), x(t), u(t)), (2)

ãäå: t ∈ T τ = {0, 1, 2, . . . , τ}, τ ∈ N = {1, 2, . . .}; m ôèêñèðîâàíî, m ∈ N ;
x = (x1, . . . , xn) = (x1(t), . . . , xn(t)) = x(t) ∈ W n, n ∈ N , W � àáñòðàêòíîå
ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé xi = xi(t), i = 1, n; u(t) ∈ U , U � ìíîæåñòâî äîïóñòè-
ìûõ çíà÷åíèé óïðàâëåíèÿ u èç íåêîòîðîãî êëàññà äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé
U ⊆ UT τ , F : W nm × U → W n.

Åñëè â (2) çàäàíî íà÷àëüíîå óñëîâèå x0 = x(0), óïðàâëåíèå u : T τ → U ,
à òàêæå çíà÷åíèÿ x−m+1 = x(−m + 1) = x0(−m + 1), . . ., x−1 = x(−1) =
x0(−1) èç ìíîæåñòâà W n, òî â (2) F = (F1, . . . , Fn) åäèíñòâåííûì îáðà-
çîì îïðåäåëÿåò ïðîöåññ x : T τ → W n. Ïóñòü çàäàíà �íà÷àëüíàÿ� ôóíê-
öèÿ x0 : −m+ 1, . . . ,−1 → W n, ðàñøèðÿþùàÿ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ x äî
ìíîæåñòâà D = {−m + 1, . . . ,−1} ∪ T τ . Áóäåì ñ÷èòàòü x0 ïðîèçâîëüíîé,
íî ôèêñèðîâàííîé, âàðüèðóÿ òîëüêî íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå x0 è óïðàâëåíèå
u ∈ U .

Ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçíûå äèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà (2) è, â ÷àñòíîñòè, ñó-
ùåñòâîâàíèå óïðàâëåíèÿ u ∈ U , îáåñïå÷èâàþùåãî äîñòèæèìîñòü öåëåâîãî
ìíîæåñòâà X∗ ⊂ W n èç îáëàñòè íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé X0 ⊂ W n ïðè ôàçî-
âûõ îãðàíè÷åíèÿõ X1 ⊂ W n, à òàêæå ïðåáûâàíèå â X∗ â òå÷åíèå ∆ òàêòîâ
ïîñëå ïåðâîãî ìîìåíòà t1 ïîïàäàíèÿ â X∗:

F = ∃u : U(u) ∀x0 : X0(x0) ((∀t > 0 X1(x(t, x0, u))) & ∃t1 > 0
((∀t2 < t1 ¬X∗(x(t2, x0, u))) & X∗(x(t1, x0, u)) &

& ∀t3 > t1 : t3 ≤ t1 + ∆ X∗(x(t3, x0, u)))).
(3)

Çäåñü ñíîâà èñïîëüçóåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå (2) â ôîðìå ÌÀÑ. Èçó÷àåòñÿ àíà-

16Âàñèëüåâ Ñ.Í. Ìåòîä ïðåäñòàâèìîñòè â ëîãèêî-àëãåáðàè÷åñêîì ïîäõîäå ê êà÷åñòâåííîìó àíàëèçó
äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì // Îïòèìèçàöèÿ, óïðàâëåíèå, èíòåëëåêò. � 2005. � N 3 (11). � Ñ. 248�254.
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ëîãè÷íàÿ ìîäåëü ðàçìåðíîñòè k

x′(t+ 1) = F ′(x′(t−m+ 1), x′(t−m+ 2), . . . , x′(t− 1), x′(t), u′(t)), (4)

ãäå t ∈ T τ , x′(t) ∈ W k, u′(t) ∈ U ′, u′ ∈ U ′, F ′ : W km × U ′ → W k. Âåêòîð-
ôóíêöèÿ (v, s), ãäå v : W n → W k, s : U → U ′, íàçûâàåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì
äëÿ ïàðû F , F ′ ïðè óïðàâëåíèè u∗ ∈ U , åñëè äëÿ âñåõ xl ∈ W n, l = 1,m,
t ∈ T τ

v(F (x1, . . . , xm, u∗(t))) = F ′(v(x1), . . . , v(xm), s(u∗(t))).

Ïðè ýòîì çàâåäîìî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå òðàåêòîðíîãî ãîìîìîðôèçìà äëÿ
(v, s) ïðè u∗ ∈ U

v(x(t, x0, u
∗)) = x′(t, v(x0), s ◦ u∗)(t ∈ T τ , x0 ∈ W ).

Òåîðåìà 3. Ïóñòü (v, s) � òðàåêòîðíûé ãîìîìîðôèçì ñèñòåì (2) è
(4) ïðè ôèêñèðîâàííîì óïðàâëåíèè u∗ ∈ U è âûïîëíåíû óñëîâèÿ

1) ∀j ∈ {−m+ 1, . . . ,−1} v(xj) = (xj)′,
2) X ′0 ⊆ v(X0), v(X1) ⊆ X ′1, v(X∗) ⊆ X ′∗,
3) v(W n \X∗) ⊆ (W k \X ′∗).
Òîãäà èç íàëè÷èÿ â ñèñòåìå (2) ñâîéñòâà (3) ñ óïðàâëåíèåì u = u∗

ñëåäóåò, ÷òî ñèñòåìà (4) îáëàäàåò òåì æå ñâîéñòâîì ñ óïðàâëåíèåì
u′(t) = s(u∗(t)).

Â ï. 3.3 èññëåäóåòñÿ âîïðîñ î ñîõðàíåíèè íåêîòîðûõ äèíàìè÷åñêèõ ñâîéñòâ
ÄÑÑ. Ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ñîõðàíåíèÿ ñâîéñòâ:

1) îïòèìàëüíîé äîñòèæèìîñòè ïî áûñòðîäåéñòâèþ;
2) äîñòèæèìîñòè çà îãðàíè÷åííîå ÷èñëî øàãîâ ñ ïðåáûâàíèåì â öåëåâîì

ìíîæåñòâå íå ìåíåå ÷åì çàäàííîå ÷èñëî øàãîâ;
3) îïòèìàëüíîé äîñòèæèìîñòè öåëåâîãî ìíîæåñòâà ïðè ôàçîâûõ îãðà-

íè÷åíèÿõ è èíâàðèàíòíîñòè öåëåâîãî ìíîæåñòâà (ÎÄÔÈ).
Îòìåòèì, ÷òî â çàâèñèìîñòè îò ñâîéñòâà, ÄÑÑ G ìîæåò èìåòü ðàç-

íîå ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ÎÌÀÑÊ. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ñâîéñòâà ÎÄÔÈ G

ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê îáùàÿ òðåõîñíîâíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà êîíå÷-
íîãî òèïà A = 〈A,ΩF ,ΩP ,ΩE〉, ãäå A = {X , E , N}, ΩF = {h}, ΩP =
{X ,X∗,X1,N, Ěv,≤}, ΩE = ∅. Çäåñü X � óíàðíûé ïðåäèêàò, òîæäåñòâåííî
ñîâïàäàþùèé ñî ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé X . Îí íåîáõîäèì, ÷òîáû �âëîæèòü�
ôîðìóëó, îïèñûâàþùóþ ñâîéñòâî ÎÄÔÈ, â ïîñòðîåííûé ÿçûê L. Ïðåäè-
êàò X (x) èñòèíåí äëÿ ëþáîãî x ∈ X . Àíàëîãè÷íî äëÿ ïðåäèêàòà N, ñîâ-
ïàäàþùåãî ñ ìíîæåñòâîì N ìîìåíòîâ �âðåìåíè� (ñ÷åò÷èêîì ñîñòîÿíèé).
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Ïðåäèêàò X∗ ⊂ X è X∗(x) èñòèíåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x ∈ X∗. Ïî-
äîáíûì æå îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ ïðåäèêàò X1. Äëÿ áèíàðíîãî ïðåäèêàòà
Ěv ïàðà (x0, e) ïðèíàäëåæèò Ěv òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà e ∈ Ev(x0)
(Ěv ∈ 2X×E

N

). Çäåñü Ev(x0) ⊂ Ev îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî âñåõ äåéñòâèòåëü-
íûõ ñîáûòèéíûõ òðàåêòîðèé e ∈ Ev, íà÷èíàþùèõñÿ èç ñîñòîÿíèÿ x0 ∈ X .
Ôóíêöèÿ h : X × EN × N → X îïðåäåëÿåò ñîñòîÿíèå h(x0, e, k), â êîòî-
ðîå ñèñòåìà ïåðåøëà èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ x0 ïîñëå òîãî, êàê ïðîèçî-
øëî k ñîáûòèé, ïðèíàäëåæàùèõ äåéñòâèòåëüíîé ñîáûòèéíîé òðàåêòîðèè
e ∈ Ev(x0).

Ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé ϕ = {ϕλ|ϕλ : Aλ → A′λ, λ = 1, k} íàçûâàåòñÿ
ãîìîìîðôèçìîì ÎÌÀÑÊ A è A′, åñëè

1) 〈ϕ〉Snβ+1,β [A](F
nβ
β (z1, . . . , znβ)) = (F

nβ
β )′(〈ϕ〉S1β [A](z1), . . .

. . ., 〈ϕ〉Snββ [A](znβ)) (β = 1, kF , z1 ∈ S1β[A], . . ., znβ ∈ Snββ[A]);

2) 〈ϕ〉T1γ [A]×...×Tnγγ [A](Pnγ
γ ) ⊆ (Pnγ

γ )′ (γ = 1, kP );

3) 〈ϕ〉Uδ[A](Eδ) = E′δ (δ = 1, kE).
Ãîâîðÿò, ÷òî ϕ � ìîùíûé ãîìîìîðôèçì ÎÌÀÑÊ A è A′, åñëè äëÿ âñåõ

λ = 1, k ϕλ � ñþðúåêöèè, âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ 1), 3) îïðåäåëåíèÿ ãîìî-
ìîðôèçìà ÎÌÀÑÊ è äëÿ ëþáûõ zα1

∈ T1γ[A], . . ., zαnγ ∈ Tnγγ[A], γ = 1, kP ,

(Pnγ
γ )′(〈ϕ〉T1γ [A](zα1

), . . . , 〈ϕ〉Tnγγ [A](zαnγ )) = È→ Pnγ
γ (zα1

, . . . , zαnγ ) = È.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü äëÿ ÄÑÑ G = (X , E , {fe}e∈E , g, Ev) ñóùåñòâóþò
ÄÑÑ G′ = (X ′, E ′, {f ′e′}e′∈E ′, g′, E ′v) è âåêòîð-ôóíêöèÿ ϕ = 〈ϕ1, ϕ2, ϕ3〉, ãäå
ϕ1 : X → X ′, ϕ2 : E → E ′, ϕ3 : N → N , òàêèå, ÷òî ϕ � ãîìîìîð-
ôèçì è ìîùíûé ãîìîìîðôèçì ÎÌÀÑÊ, îòâå÷àþùèõ ñèñòåìàì G è G′.
Òîãäà, åñëè ñîáûòèéíàÿ òðàåêòîðèÿ ϕ2|N(e∗) îáåñïå÷èâàåò â ñèñòåìå G′

ñâîéñòâî ÎÄÔÈ, òî e∗ îáåcïå÷èâàåò åãî â ñèñòåìå G.
Â ï. 3.4 ðàññìàòðèâàåòñÿ îñîáûé ïîäêëàññ ÄÑÑ, ôóíêöèîíèðîâàíèå êî-

òîðûõ òðåáóåò íåêîòîðóþ ñèíõðîíèçîâàííîñòü. Õàðàêòåðíûå ïðèìåðû ÄÑÑ
òàêîãî òèïà âîçíèêàþò ïðè ìîäåëèðîâàíèè ñåòåé îáùåñòâåííîãî òðàíñïîð-
òà, íàïðèìåð, æåëåçíûõ äîðîã èëè ìåòðî. Ñîáûòèÿìè çäåñü ÿâëÿþòñÿ îò-
ïðàâëåíèÿ èëè ïðèáûòèÿ ïîåçäîâ íà ñòàíöèè, ïðè÷åì ñèíõðîíèçàöèÿ âû-
òåêàåò èç òðåáîâàíèÿ îáåñïå÷åíèÿ äëÿ ïàññàæèðîâ âîçìîæíîñòè ïåðåñàæè-
âàòüñÿ ñ ïîåçäà íà ïîåçä. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è òðàäèöèîííî ïðèìå-
íÿåòñÿ òàê íàçûâàåìàÿ (max,+)-àëãåáðà 〈A,ΩF 〉 = 〈{Rε}, {⊕,⊗}〉, ãäå ε =
−∞, Rε = R∪{ε}, R � ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, a⊕b = max(a, b),
a ⊗ b = a + b. Ðàñïðîñòðàíåíèå ýòèõ îïåðàöèé íà ìàòðèöû îïðåäåëÿþòñÿ
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ñëåäóþùèì îáðàçîì17:
1) åñëè A,B ∈ Rm×n

ε , òî

(A⊕B)ij = aij ⊕ bij, i = 1,m, j = 1, n;

2) åñëè A ∈ Rm×p
ε , B ∈ Rp×n

ε , òî

(A⊗B)ij =
p⊕

k=1
aik ⊗ bkj = max

k=1,p
{aik + bkj}, i = 1,m, j = 1, n.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü ñåòè îáùåñòâåííîãî òðàíñïîðòà18:

x(k + 1) = A(k)⊗ x(k)⊕ d(k + 1), (5)

ãäå
x(k) = (x1(k), x2(k), . . . , xn(k))T ,

d(k) = (d1(k), d2(k), . . . , dn(k))T ,

A(k) � (n×n)-ìàòðèöà (n � êîëè÷åñòâî ïóòåé). Çäåñü xi(k) îçíà÷àåò (àñò-
ðîíîìè÷åñêîå) âðåìÿ îòïðàâëåíèÿ k-ãî ïîåçäà ïî ïóòè τi, di(k) � âðåìÿ
îòïðàâëåíèÿ k-ãî ïîåçäà ïî ïóòè τi ñîãëàñíî ðàñïèñàíèþ, aij(k) � âðåìÿ
äâèæåíèÿ ïî ïóòè τj k-ãî ïîåçäà, êîòîðûé ïðîäîëæèò çàòåì äâèæåíèå ïî
ïóòè τi, ïðè÷åì â ýòî âðåìÿ âõîäèò âðåìÿ, íåîáõîäèìîå ïàññàæèðàì äëÿ
ïåðåñàäêè. Ïðè ýòîì aij(k) > 0, åñëè k-ûé ïîåçä ïî ïóòè τj ïðîäîëæàåò
ïðè k + 1 äâèæåíèå ïî ïóòè τi, è aij(k) = ε â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, i, j = 1, n.

Åñëè ðàñïèñàíèå ðåãóëÿðíî, òî

d(k + 1) = π ⊗ d(k), k = 1, 2, 3, . . . ,

ãäå π � ïåðèîä ðàñïèñàíèÿ, êîòîðûé â äèññåðòàöèè âûáðàí åäèíûì äëÿ
âñåõ ïîåçäîâ. Ðàñïèñàíèå íàçûâàåòñÿ âûïîëíèìûì, åñëè ñïðàâåäëèâî íåðà-
âåíñòâî

A(k)⊗ d(k) ≤ d(k + 1). (6)

Â ï. 3.4 ýòà ìîäåëü ñåòè îáùåñòâåííîãî òðàíñïîðòà ïðåäñòàâëåíà â ôîðìå
ÄÑÑ ñî øêàëîé çíà÷åíèé ñ÷åò÷èêà ñîáûòèé N = {1, 2, 3, . . .}. Ïóñòü X =
Rn

0 (âåêòîðû x = (x1, . . ., xn)
T ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîìïîíåíòàìè). Ïðè

ýòîì ñîñòîÿíèå ñèñòåìû x îïðåäåëåíî ïàðîé (k, x) ∈ N×X, ò.å. X = N×X.

17Cunningham-Green R.A. Minimax algebra // Lecture Notes in Economics and Mathematical Systems. �
Vol. 166. � Berlin: Springer-Verlag, 1979.

18Heidergott B., de Vries R. Towards a (Max, +) control theory for public transportation networks //
Discrete Event Dynamic Systems: Theory and Applications. � 2001. � N 11. � P. 371�398.
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Ñîáûòèÿ â ÄÑÑ-ìîäåëè G òðàíñïîðòíîé ñåòè ñâÿçûâàþòñÿ ñ ïðîäîëæè-
òåëüíîñòÿìè äâèæåíèÿ ïîåçäîâ ïî âñåì ïóòÿì. Ñ êàæäûì ñîáûòèåì àñ-
ñîöèèðóåòñÿ ìíîæåñòâî ñîîòâåòñòâóþùèõ âåëè÷èí aij(k). Òàêèì îáðàçîì,
ìíîæåñòâî ñîáûòèé E ⊂ Rn×n

ε , ò.å. êàæäîå ñîáûòèå e ∈ E ÿâëÿåòñÿ íåêîòî-
ðîé (n× n)�ìàòðèöåé A, è â äàëüíåéøåì âìåñòî e áóäåì ïèñàòü A.

Ôóíêöèÿ âîçìîæíîñòåé g ââîäèòñÿ êàê îòîáðàæåíèå, êîòîðîå äëÿ êàæ-
äîé ïàðû (k, x) ∈ X îïðåäåëÿåò ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ìàòðèö, ñîñòîÿ-
ùèõ èç çíà÷åíèé âåëè÷èí aij(k), êîòîðûå, â ÷àñòíîñòè, çàâèñÿò îò ñêîðî-
ñòè äâèæåíèÿ ïîåçäà ïî ïóòè τj, èìåþùåé ôèçè÷åñêèå îãðàíè÷åíèÿ. Òîãäà
g, íàïðèìåð, ìîæåò çàäàâàòüñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: g(k, x) = {A ∈ E :
aj(k, x) ≤ aij ≤ bj(k, x) èëè aij = ε} äëÿ (k, x) ∈ X . Çäåñü aj(k, x) è bj(k, x)
� âðåìÿ äâèæåíèÿ ïî ïóòè τj ñ ìèíèìàëüíî è ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîé
ñêîðîñòüþ ñîîòâåòñòâåííî.

Îïåðàòîðû ñîáûòèé fA äëÿ A ∈ g(k, x) îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè äâè-
æåíèÿ òðàíñïîðòíîé ñåòè (5), ò.å. fA(k, x) = (k + 1, A⊗ x⊕ d(k + 1)).

Â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà Ev äåéñòâèòåëüíûõ ñîáûòèéíûõ òðàåêòîðèé âû-
áèðàåòñÿ ìíîæåñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {A(1), A(2), . . .} òàêèõ, ÷òî äëÿ
âñåõ A(k) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (6), k = 1, 2, 3, . . ..

Ââîäèòñÿ ìíîæåñòâî

Xm = {(k, xk) ∈ N ×X : xki = di(k), i = 1, n},

ñîäåðæàùåå ôàçîâûå ñîñòîÿíèÿ, êîòîðûå îòâå÷àþò îòïðàâëåíèþ k-ûõ ïî-
åçäîâ äëÿ êàæäîãî k â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàñïèñàíèåì (ò.å. áåç îïîçäàíèé).
Ìíîæåñòâî Xm èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî Ev (ò.å. äëÿ ëþáîé ñîáûòèé-
íîé òðàåêòîðèè e ∈ Ev è ñîîòâåòñòâóþùåé åé òðàåêòîðèè ñîñòîÿíèé x =
{x1, x2, . . . , xi, . . .}, åñëè xi ∈ Xm, òî xj ∈ Xm, j > i).
Ïðåäëîæåíèå 1. Äëÿ ìîäåëè ñåòè îáùåñòâåííîãî òðàíñïîðòà (5)

çàìêíóòîå èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî Xm óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó îòíî-
ñèòåëüíî Ev.
Ïðåäëîæåíèå 2. Äëÿ ìîäåëè ñåòè îáùåñòâåííîãî òðàíñïîðòà (5)

çàìêíóòîå èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî Xm ìîæåò íå áûòü àñèìïòîòè-
÷åñêè óñòîé÷èâûì â öåëîì îòíîñèòåëüíî Ev.

Îáîçíà÷èì sij(k+ 1) = di(k+ 1)− aij(k)− dj(k), i, j = 1, n, k = 2, 3, . . ..
Ïðåäëîæåíèå 3. Åñëè ìíîæåñòâî Ea ñîñòîèò èç ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòåé ìàòðèö {A(1), A(2), . . .} ∈ Ev, òàêèõ, ÷òî ðÿä

∞∑
k=2

min
i,j=1,n

{sij(k)}
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ðàñõîäèòñÿ, òî äëÿ ìîäåëè ñåòè îáùåñòâåííîãî òðàíñïîðòà (5) çàìêíó-
òîå èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî Xm àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî â öåëîì
îòíîñèòåëüíî Ea.

Äëÿ àíàëèçà ñâîéñòâ ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè òðàíñïîðòíîé ñåòè èñ-
ïîëüçîâàíû ïðåäëîæåííûå àëãîðèòìû. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñâîéñòâî äîñòè-
æèìîñòè ìíîæåñòâà Xm èç íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà íà÷àëüíûõ ïîçèöèé X0

ïðè ôàçîâûõ îãðàíè÷åíèÿõ X1. Ïðè ýòîì ÄÑÑ G ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê îá-
ùàÿ òðåõîñíîâíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà êîíå÷íîãî òèïà A = 〈A, ΩF , ΩP ,
ΩE〉, ãäå A = {X, E , N}, ΩF = {h}, ΩP = {X0, X̄m, X̄1, Ěv,N, <}, ΩE = ∅,
ïðè÷åì X̄m = X \Xm, X̄1 = X \X1. C÷èòàåòñÿ, ÷òî X0 = {1}×X0, X0 ⊆ X.
Çàìåòèì, ÷òî X0 ⊂ N ×X, Xm ⊂ N ×X, X1 ⊂ N ×X. Çäåñü N � óíàðíûé
ïðåäèêàò, òîæäåñòâåííî ñîâïàäàþùèé ñ ìíîæåñòâîì N ìîìåíòîâ �âðåìå-
íè� (ñ÷åò÷èêîì ñîñòîÿíèé),N = {1, 2, 3, . . .}. Ôóíêöèÿ h : X0×EN×N → X
îïðåäåëÿåò ñîñòîÿíèå h(x0, e, k), â êîòîðîå ñèñòåìà ïåðåøëà èç íà÷àëüíîé
ïîçèöèè x0 = (1, x0) ïîñëå òîãî, êàê ïðîèçîøëî k ñîáûòèé, ïðèíàäëåæà-
ùèõ äåéñòâèòåëüíîé ñîáûòèéíîé òðàåêòîðèè e ∈ Ev(x0). Äëÿ áèíàðíîãî
ïðåäèêàòà Ěv ïàðà (x0, e) ïðèíàäëåæèò Ěv òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
e ∈ Ev(x0), ò.å. e ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèòåëüíîé òðàåêòîðèåé, íà÷èíàþùåéñÿ èç
ñîñòîÿíèÿ x0 (â èíòåðïðåòàöèè Ěv ∈ 2X0×EN ).

Èçó÷àåìîå ñâîéñòâî äîñòèæèìîñòè ïðè ôàçîâûõ îãðàíè÷åíèÿõ ïðèìåò
âèä

F = ∀x0 : X0(x0) ∀e : Ěv(x0, e) ∃k∗ : N(k∗)
(Xm(k∗, h(x0, e, k

∗)) & ∀k1 : k1 < k∗ X1(k1, h(x0, e, k1))).
(7)

Òåîðåìà 5. Åñëè ÄÑÑ G′ îáëàäàåò ñâîéñòâîì (7) è ϕ = 〈ϕ1, ϕ2, ϕ3〉,
ãäå ϕ1 : X → X ′, ϕ2 : E → E ′, ϕ3 : N → N , åñòü ãîìîìîðôèçì ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ñèñòåìàì G è G′ ÎÌÀÑÊ A è îäíîòèïíîé åé ÎÌÀÑÊ A′, òî
ÄÑÑ G òàêæå îáëàäàåò ñâîéñòâîì (7).

Ïîëó÷åííàÿ òåîðåìà èìååò, íàïðèìåð, ñëåäóþùåå ïðèëîæåíèå. Câîéñòâî
(7) èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ñïîñîáíîñòü ñèñòåìû (5) ïðèéòè ê äâèæåíèþ ïî
ðàñïèñàíèþ ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ îïîçäàíèÿõ ïîåçäîâ ïî p ïóòÿì τvi (ðàâ-
íûì zvi(1)), i = 1, p, ïðè÷åì äëÿ ëþáîãî k âñå ïîåçäà â ñåòè îïàçäûâàþò íå
áîëåå, ÷åì íà âðåìÿ, ðàâíîå maxi=1,p{zvi(1)}. Còàâèòñÿ çàäà÷à: íàéòè óñëî-
âèÿ, ïðè êîòîðûõ â òðàíñïîðòíóþ ñåòü (5) ìîæíî âêëþ÷èòü íîâûé ïóòü
τn+1 òàê, ÷òîáû ýòî íå ïîìåøàëî ðàñøèðåííîé òðàíñïîðòíîé ñåòè ïðèõî-
äèòü ê äâèæåíèþ ïî ðàñïèñàíèþ. Äëÿ ðàñøèðåííîé ñèñòåìû ñíîâà ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ ñâîéñòâî (7) â óêàçàííîé èíòåðïðåòàöèè.

Ïóñòü Ii = {i1, i2, . . . , ip}, p ≥ 1, îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî íîìåðîâ ïóòåé,
ïîåçäà ïî êîòîðûì äîëæíû æäàòü ïðèáûòèÿ ïîåçäà ïî ïóòè τi, à Ji =
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{j1, j2, . . . , jq}, q ≥ 1, � ìíîæåñòâî íîìåðîâ ïóòåé, ïðèáûòèÿ ïîåçäîâ ïî
êîòîðûì æäóò, ÷òîáû îòïðàâèòüñÿ, ïîåçäà, ñëåäóþùèå ïî ïóòè τi.

Ðàññìîòðèì óñëîâèå

dn+1(k) ≥ dim(k), im ∈ Ijl, jl ∈ Jn+1. (8)

Åñëè ïåðèîä ðàñïèñàíèÿ π ïîñòîÿíåí, îíî ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ

dn+1(1) ≥ dim(1), im ∈ Ijl, jl ∈ Jn+1.

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (8) ñóùåñòâóåò ãîìîìîðôèçì èç ÎÌÀÑÊ, îïè-
ñûâàþùåé òðàíñïîðòíóþ ñåòü ñ íîâûì ïóòåì, â ÎÌÀÑÊ, îïèñûâàþùóþ
òðàíñïîðòíóþ ñåòü (5). Ïîýòîìó èç òåîðåìû 5 ñëåäóåò
Òåîðåìà 6. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (8) âêëþ÷åíèå â ìîäåëü òðàíñ-

ïîðòíîé ñåòè (5) íîâîãî ïóòè τn+1 íå ìåíÿåò ìîìåíò k âûõîäà ñèñòåìû
íà ðåæèì äâèæåíèÿ ïî ðàñïèñàíèþ (áåç îïîçäàíèé ïîåçäîâ).

ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ ÄÈÑÑÅÐÒÀÖÈÈ

1. Âûïîëíåíà àëãîðèòìèçàöèÿ ñèíòåçà êðèòåðèåâ ñîõðàíåíèÿ
ñâîéñòâ îáùèõ ìíîãîîñíîâíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì êîíå÷íîãî òèïà
îòíîñèòåëüíî ñåìåéñòâà îòîáðàæåíèé îñíîâíûõ ìíîæåñòâ â îäíîòèï-
íûå ÎÌÀÑÊ. Ïðåäëîæåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ ëîãèêî-àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé îòêðûâàåò íîâûå âîçìîæíîñòè ãèáêîãî ôîðìèðîâàíèÿ óñëî-
âèé ñîõðàíåíèÿ ñâîéñòâ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì ïðè ìîðôèçìàõ ñ ó÷å-
òîì ñïåöèôèêè êîíêðåòíîãî èçó÷àåìîãî ñâîéñòâà.

2. Ïîñòðîåí ìîäèôèöèðîâàííûé àëãîðèòì, îáåñïå÷èâàþùèé ñèíòåç êðè-
òåðèåâ ñîõðàíåíèÿ ñâîéñòâ ÎÌÀÑÊ â íàïðàâëåíèè, ïðîòèâîïîëîæíîì
íàïðàâëåíèþ îòîáðàæåíèé.

3. Ñ ïîìîùüþ óêàçàííûõ àëãîðèòìîâ âïåðâûå ïîëó÷åíû êðèòåðèè ñî-
õðàíåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñâîéñòâ äèñêðåòíî-ñîáûòèéíûõ ñèñòåì, ïðåä-
ñòàâëåííûõ â âèäå ÎÌÀÑÊ, è íà ýòîé îñíîâå èññëåäîâàíà ìîäåëü ñåòè
îáùåñòâåííîãî òðàíñïîðòà: ñôîðìóëèðîâàíû óòâåðæäåíèÿ îá óñòîé÷è-
âîñòè è íåêîòîðûõ äðóãèõ ñâîéñòâàõ. Èññëåäîâàíà äèíàìèêà àâòîìàò-
íûõ ìîäåëåé íåêîòîðîãî êëàññà. Ïðîäåìîíñòðèðîâàíà ïðèìåíèìîñòü
ïðåäëîæåííîãî àïïàðàòà ê èññëåäîâàíèþ îáùèõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì
(â ñìûñëå Â.Â. Íåìûöêîãî).
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