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➶âåäåíèå

➚êòóàëüíîñòü òåìû è îáúåêò èññëåäîâàíèÿ✳

➶ ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ óïðàâëÿåìûå ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ✭❰➘Ó✮ âèäà

F (t, x(t), x′(t), u(t)) = 0, t ∈ I = [0,+∞), (0.1)

íå ðàçðåøåííûå îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé èñêîìîé âåêòîð✲ôóíê✲
öèè x : I → R

n è òîæäåñòâåííî âûðîæäåííûå â îáëàñòè îïðåäåëå✲
íèÿ✿

det
∂F (t, x, y, u)

∂y
≡ 0.

➮ññëåäóþòñÿ êà÷åñòâåííûå ñâîéñòâà òàêèõ ñèñòåì êàê â íåëèíåé✲
íîé ïîñòàíîâêå ✭✵✳✶✮✱ òàê è â ëèíåéíîì ñëó÷àå

A(t)x′(t) + B(t)x(t) + U(t)u(t) = 0, detA(t) ≡ 0, t ∈ I, (0.2)

ãäå A(t), B(t)✖ çàäàííûå (n×n)✲ìàòðèöû✱ U(t)✖ çàäàííàÿ ìàòðèöà
ðàçìåðîâ n× l✱ u(t) ✖ l✲ìåðíàÿ ôóíêöèÿ óïðàâëåíèÿ✳

➶ ëèòåðàòóðå äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ñèñòåì òàêîãî ðîäà èñïîëüçîâàëîñü
ìíîæåñòâî íàçâàíèé✿ àëãåáðî✲äèôôåðåíöèàëüíûå ñèñòåìû ❬✺✵✱ ✺✷✱
✺✼❪✱ ñèíãóëÿðíûå ñèñòåìû ❬✹✱ ✼✹✱ ✽✶❪✱ ñèñòåìû ❰➘Ó✱ íåðàçðåøåííûå
îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíûõ ❬✺✸❪✱ âûðîæäåííûå ❬✸✱ ✽✺❪✱ íåÿâíûå ❬✼✸❪
èëè ïîëóÿâíûå ❬✻✷✱ ✼✷❪✱ äåñêðèïòîðíûå ñèñòåìû ❬✼✶✱ ✶✶✺❪ è äðóãèå✳ ➶
íàñòîÿùåå âðåìÿ â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå òåðìèí ✏äèôôåðåíöè✲
àëüíî✲àëãåáðàè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ✭➘➚Ó✮✑ ïîòåñíèë äðóãèå íàçâàíèÿ

✸



✹ ➶âåäåíèå

è âîøåë â ❆▼❙ ❙✉❜❥❡❝t ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳ ➶ äèññåðòàöèè èñïîëüçóåòñÿ
èìåííî ýòîò òåðìèí äëÿ îáîçíà÷åíèÿ îáúåêòà èññëåäîâàíèé✳

Ðîñò èíòåðåñà ê èññëåäîâàíèÿì â îáëàñòè ñèñòåì ➘➚Ó ñòèìóëè✲
ðóåòñÿ ïðîáëåìàìè ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ âî ìíîãèõ ïðè✲
êëàäíûõ îáëàñòÿõ✿ òåîðèè àâòîìàòè÷åñêîãî ðåãóëèðîâàíèÿ✱ îïòè✲
ìàëüíîì óïðàâëåíèè ñî ñìåøàííûìè îãðàíè÷åíèÿìè✱ òåîðèè ýëåê✲
òðîííûõ ñõåì è ýëåêòðè÷åñêèõ öåïåé✱ ìåõàíèêå✱ õèìè÷åñêîé êèíå✲
òèêå✱ ãèäðîäèíàìèêå è òåïëîòåõíèêå ❬✸✕✺✱ ✷✷✱ ✷✻✱ ✸✽✱ ✺✷✱ ✽✶❪✳

➘èññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ êà÷åñòâåííûõ ñâîéñòâ ñè✲
ñòåì ➘➚Ó✳ Ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ❘✲óïðàâëÿåìîñòè✱ ❘✲íàáëþäàåìîñòè✱
óñòîé÷èâîñòè è ñòàáèëèçèðóåìîñòè äëÿ ➘➚Ó ✭✵✳✶✮✱ ✭✵✳✷✮✱ à äëÿ ëèíåé✲
íûõ ñèñòåì òàêæå óñëîâèÿ äåòåêòèðóåìîñòè✱ ïðàâèëüíîñòè è ïðèâî✲
äèìîñòè✳

Ïî ñâîèì ñâîéñòâàì ➘➚Ó ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ îò ñèñòåì ❰➘Ó✱
ðàçðåøåííûõ îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé ✭â íîðìàëüíîé ôîðìå✮✳ Ðå✲
øåíèå ➘➚Ó çàâèñèò îò ïðîèçâîäíûõ âõîäíûõ äàííûõ âïëîòü äî ïî✲
ðÿäêà✱ ñîâïàäàþùåãî ñ ðàçìåðíîñòüþ ñèñòåìû✳ ➶ îáùåì ñëó÷àå îò✲
ñóòñòâóåò íåïðåðûâíàÿ çàâèñèìîñòü ðåøåíèé îò âõîäíûõ äàííûõ✱ à
ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé ìîæåò îêàçàòüñÿ áåñêîíå÷íîìåðíûì✳ ❮åîäíî✲
ðîäíàÿ ñèñòåìà ìîæåò áûòü íåñîâìåñòíà íà ñâîåé îáëàñòè îïðåäåëå✲
íèÿ✳ Ñòðóêòóðà ïó÷êà ìàòðèö ßêîáè✱ îïèñûâàþùèõ ñèñòåìó✱ íå èí✲
âàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé✱ èñïîëüçóþùèõ çàìåíó ïå✲
ðåìåííûõ✳ Ýòà ñïåöèôèêà îáóñëîâëèâàåò íå òîëüêî íåîáõîäèìîñòü
ïîèñêà ïðèíöèïèàëüíî íîâûõ òåîðåòè÷åñêèõ ïîäõîäîâ✱ íî è ïåðå✲
îñìûñëåíèÿ ìíîãèõ áàçîâûõ ïîíÿòèé êëàññè÷åñêîé òåîðèè ❰➘Ó✱ òà✲
êèõ êàê óñòîé÷èâîñòü✱ óïðàâëÿåìîñòü✱ íàáëþäàåìîñòü è ò✳ï✳

➶ òåîðèè ➘➚Ó îäíîé èç âàæíåéøèõ õàðàêòåðèñòèê✱ îòðàæàþùåé
ìåðó íåðàçðåøåííîñòè ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé✱ ÿâëÿåòñÿ
èíäåêñ íåðàçðåøåííîñòè✳ Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ðàçëè÷íûõ îïðåäå✲
ëåíèé èíäåêñà ïðèâåäåí✱ â ÷àñòíîñòè✱ â êíèãå ❬✺✵❪✳

❙✳▲✳ ❈❛♠♣❜❡❧❧ ñôîðìóëèðîâàë ïîíÿòèå èíäåêñà ➘➚Ó✱ ñâÿçàííîå



➶âåäåíèå ✺

ñ ïîíÿòèåì r✲ïðîäîëæåííîé ñèñòåìû ❬✻✹✱ ✻✼✱ ✼✸✱ ✼✻❪✳ Ïîä r✲ïðîäîë✲
æåííîé ñèñòåìîé ïîíèìàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü ➘➚Ó ✭✵✳✶✮ è r åå ïîëíûõ
ïðîèçâîäíûõ ïî t

Fr(t, x, x
′, . . . , x(r+1)) =

















F (t, x, x′)
d

dt
F (t, x, x′)

. . .
(

d

dt

)r

F (t, x, x′)

















= 0. (0.3)

Ñèñòåìà ✭✵✳✸✮ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ñèñòåìà êîíå÷íûõ óðàâíåíèé ñ
íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè t, x, x′, . . . , x(r+1) â ïðåäïîëîæåíèè✱ ÷òî
íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî ρ èç ✭✵✳✸✮ ïðè ρ ≤ r ìîæíî âû✲
äåëèòü óðàâíåíèå âèäà x′+ψ(t, x) = 0✳ Ïðè ýòîì ÷èñëî ρ íàçûâàåòñÿ
èíäåêñîì ïî äèôôåðåíöèðîâàíèþ ñèñòåìû ✭✵✳✶✮✳ Ïîêàçàíî✱ ÷òî ïðè
âûïîëíåíèè íåêîòîðûõ îãðàíè÷åíèé ðåøåíèÿ ïîëó÷åííîé ñèñòåìû
ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ➘➚Ó ✭✵✳✶✮✳

➶ ðàáîòàõ ❬✺✵✱ ✺✷✱ ✺✼❪ ââåäåíî ïîíÿòèå ëåâîãî ðåãóëÿðèçèðóþùåãî
îïåðàòîðà✱ äåéñòâèå êîòîðîãî ïðåîáðàçóåò ➘➚Ó ✭✵✳✶✮ ê íîðìàëüíîìó
âèäó✳ Ïîä èíäåêñîì ñèñòåìû ✭✵✳✶✮ ïîíèìàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûé
ïîðÿäîê òàêîãî îïåðàòîðà✳

➶ ìîíîãðàôèè P✳❏✳ ❘❛❜✐❡r è ❲✳❈✳ ❘❤❡✐♥❜♦❧❞t ❬✶✶✼❪ ðàññìîòðåíû
ìíîãèå àñïåêòû êà÷åñòâåííîé òåîðèè ➘➚Ó✳ ➶ ÷àñòíîñòè✱ äëÿ êâà✲
çèëèíåéíîé àâòîíîìíîé ñèñòåìû ïðåäëàãàåòñÿ ïðîöåäóðà ïîñëåäî✲
âàòåëüíîãî ïîíèæåíèÿ èíäåêñà ➘➚Ó ñ ïîìîùüþ ìíîãîîáðàçèé êà✲
ñàòåëüíûõ ïó÷êîâ✳ Ñòàáèëèçàöèÿ ïðîöåññà îçíà÷àåò✱ ÷òî èñõîäíàÿ
ñèñòåìà ñòàíîâèòñÿ ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå ❰➘Ó â íîðìàëüíîé ôîð✲
ìå íà íåêîòîðîì ìíîãîîáðàçèè✳ ❰ñóùåñòâëåíèå òàêîé ðåäóêöèè òðå✲
áóåò íà êàæäîì øàãå ïîñòîÿíñòâà ðàíãà ìàòðèöû ïðè ïðîèçâîäíîé
èñêîìîé ôóíêöèè íà îïðåäåëåííûõ ìíîãîîáðàçèÿõ✳ Ýòî îãðàíè÷åíèå
çíà÷èòåëüíî ñóæàåò êëàññ ðàññìàòðèâàåìûõ ñèñòåì ïî ñðàâíåíèþ ñ
òåì✱ êîòîðûé îõâàòûâàåòñÿ ïðîöåäóðàìè íîðìàëèçàöèè✱ ïðåäëîæåí✲



✻ ➶âåäåíèå

íûìè â ðàáîòàõ ❬✺✼✱ ✻✹✱ ✻✼✱ ✼✸✱ ✼✻❪✳
➪îëüøîå âíèìàíèå ➘➚Ó âèäà ✭✵✳✶✮ èíäåêñà ✶ è ✷✱ à òàêæå ÷èñ✲

ëåííûì ìåòîäàì èõ ðåøåíèÿ óäåëåíî â ðàáîòàõ ìàòåìàòèêîâ ➪åð✲
ëèíñêîé øêîëû ✭ñì✳✱ â ÷àñòíîñòè✱ ❬✾✾✱ ✶✵✼✱ ✶✵✽❪✮✳ Ïðè ýòîì ââîäèò✲
ñÿ ñâîå îïðåäåëåíèå èíäåêñà✿ tractability index✱ îïèðàþùååñÿ íà
ïðèìåíåíèå ðàçëè÷íûõ ïðîåêòîðîâ✳ ➶ ÷à❝òíîñòè✱ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà
A(t)x′(t)+B(t)x(t)+f(t) = 0, t ∈ T, èìååò tr❛❝t❛❜✐❧✐t② ✐♥❞❡① ✶✱ åñëè
ìàòðèöà A(t) + B(t)P (t) íåîñîáåííà äëÿ ëþáîãî t ∈ T ✱ P (t) ✖ ïðî✲
åêòîð íà ÿäðî ìàòðèöû A(t)✳ Ïîíÿòèå tr❛❝t❛❜✐❧✐t② ✐♥❞❡① ñóùåñòâåííî
óæå ïîíÿòèÿ èíäåêñà ïî äèôôåðåíöèðîâàíèþ✱ ïîñêîëüêó îíî òðå✲
áóåò ïîñòîÿíñòâà ðàíãà ìàòðèöû ∂F/∂x′✳

➶ ðàáîòå P✳ ❑✉♥❦❡❧ è ❱✳ ▼❡❤r♠❛♥♥ ❬✾✽❪ äëÿ íîðìàëèçàöèè ➘➚Ó âè✲
äà ✭✵✳✶✮ òàêæå ïðèâëåêàþòñÿ ïðîäîëæåííûå ñèñòåìû✳ ➬äåñü óæå íå
òðåáóåòñÿ✱ ÷òîáû rank ∂F (t, x, x′)/∂x′ = const✱ íî îñíîâíûìè îãðà✲
íè÷åíèÿìè ÿâëÿþòñÿ✱ â ÷àñòíîñòè✱ ïðåäïîëîæåíèÿ î òîì✱ ÷òî ìíî✲
æåñòâî ðåøåíèé ïðîäîëæåííîé ñèñòåìû ✭✵✳✸✮✱ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
îäíî ìíîãîîáðàçèå â ïðîñòðàíñòâå Rn(r+2)+1✱ à ìàòðèöà

(

∂ Fr

∂x′
∂ Fr

∂x′′
. . .

∂ Fr

∂x(r+1)

)

èìååò ïîñòîÿííûé ðàíã íà ýòîì ìíîãîîáðàçèè✳ Ñëåäóåò çàìåòèòü✱
÷òî ýòî åäèíñòâåííàÿ èçâåñòíàÿ ðàáîòà ïî íåëèíåéíûì ñèñòåìàì
âûñîêîãî èíäåêñà✱ â êîòîðîé ïðåäïîëîæåíèÿ îõâàòûâàþò ñèñòåìû
ñ áåñêîíå÷íîìåðíûì ìíîãîîáðàçèåì ðåøåíèé✳ ➘ëÿ îïðåäåëåíèÿ èí✲
äåêñà ââîäèòñÿ ïîíÿòèå str❛♥❣❡♥❡ss ✐♥❞❡①✱ êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ îäíèì
èç âàðèàíòîâ îïðåäåëåíèÿ èíäåêñà ïî äèôôåðåíöèðîâàíèþ äëÿ íåðå✲
ãóëÿðíîãî ñëó÷àÿ✱ êîãäà ðàíã ìàòðèöû

(

∂ Fr

∂x

∂ Fr

∂x′
∂ Fr

∂x′′
. . .

∂ Fr

∂x(r+1)

)

ïîñòîÿíåí íà âñåì ìíîæåñòâå ðåøåíèé ïðîäîëæåííîé ñèñòåìû✱ íî
íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì✳ ➴ñëè æå ðàíã ýòîé ìàòðèöû ïîëíûé✱ è âñå



➶âåäåíèå ✼

ðåøåíèÿ ïðîäîëæåííîé ñèñòåìû ëåæàò íà îäíîì ìíîãîîáðàçèè✱ òî
str❛♥❣❡♥❡ss ✐♥❞❡① ñîâïàäàåò ñ èíäåêñîì ïî äèôôåðåíöèðîâàíèþ✳

➶ äèññåðòàöèè ïðè àíàëèçå èñïîëüçóåòñÿ èíäåêñ ïî äèôôåðåíöè✲
ðîâàíèþ✳

➚êòèâíî ðàçâèâàåòñÿ òåîðèÿ âûðîæäåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ñ îïåðàòîðíûìè êîýôôèöèåíòàìè â áàíàõîâûõ ïðîñòðàí✲
ñòâàõ ❬✻✱ ✶✸✕✶✻✱ ✶✾✕✷✼✱ ✸✻✱ ✸✼✱ ✹✽✱ ✹✾✱ ✽✺✱ ✶✶✷✱ ✶✷✺❪

A[u′] + B[u] = f, kerA 6= 0. (0.4)

➮ðêóòñêèìè ìàòåìàòèêàìè ❮✳➚✳Ñèäîðîâûì✱ ❒✳➶✳ Ôàëàëååâûì
è èõ ó÷åíèêàìè âûïîëíåí áîëüøîé öèêë ðàáîò ïî èññëåäîâàíèþ
ñèñòåì âèäà ✭✵✳✹✮ â êîíå÷íîìåðíîì è áåñêîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àÿõ â
ïðåäïîëîæåíèè ôðåäãîëüìîâîñòè èëè íåòåðîâîñòè îïåðàòîðà A ❬✸✾✱
✹✵✱ ✹✹✱ ✹✺✱ ✶✷✸❪✳

➴ùå ✷✵✲✷✺ ëåò íàçàä ñ÷èòàëîñü✱ ÷òî â ïðèëîæåíèÿõ âñòðå÷àþòñÿ
ëèøü ñàìûå ïðîñòûå ñëó÷àè ➘➚Ó èíäåêñà ✶ è ✷ ✭ñì✳✱ íàïðèìåð✱ ❬✹❪✮✳
❮à ñåãîäíÿøíèé äåíü ó ñïåöèàëèñòîâ✱ ðàáîòàþùèõ â îáëàñòè ➘➚Ó✱
íå âîçíèêàåò ñîìíåíèé â òîì✱ ÷òî íà ïðàêòèêå äîâîëüíî ÷àñòî ïðè✲
õîäèòñÿ ðåøàòü ñèñòåìû èíäåêñà ✸ è âûøå✳ Ïðèìåðàìè ìîãóò ñëó✲
æèòü ñèñòåìû✱ ìîäåëèðóþùèå ðàçëè÷íûå ýëåêòðîííûå ñõåìû✱ ðà✲
áîòó ðîáîòîâ✲ìàíèïóëÿòîðîâ è ìíîãèå äðóãèå îáúåêòû ❬✻✼✱ ✽✵✱ ✶✵✶✱
✶✶✾❪✳

➬à ïîñëåäíèå ✸✵✲✸✺ ëåò òåîðèÿ ñèñòåì ➘➚Ó ïðåâðàòèëàñü â áûñò✲
ðî ðàçâèâàþùóþñÿ îáëàñòü ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè✳ ❰ïóáëèêîâà✲
íû ñîòíè ðàáîò✱ ïîñâÿùåííûå èññëåäîâàíèÿì ñèñòåì ➘➚Ó è ÷èñëåí✲
íûì ìåòîäàì èõ ðåøåíèÿ ❬✷✱ ✺✷✱ ✻✹✱ ✶✶✼❪✳ ➶ òî âðåìÿ êàê ëèòåðàòó✲
ðà ïî ïðèáëèæåííûì ìåòîäàì ðåøåíèÿ ➘➚Ó óæå òðóäíî îáîçðèìà✱
ïðîáëåìû èçó÷åíèÿ âîïðîñîâ êà÷åñòâåííûõ ñâîéñòâ ïðåäñòàâëåíû
ôðàãìåíòàðíî è íå íîñÿò çàêîí÷åííîãî è ñèñòåìàòè÷åñêîãî õàðàêòå✲
ðà✳ ✃àê áóäåò âèäíî èç ïðèâåäåííîãî íèæå êðàòêîãî îáçîðà✱ â ýòîì
ñìûñëå äîñòàòî÷íî ïîëíî èññëåäîâàíû ëèíåéíûå ñèñòåìû ñ ïîñòîÿí✲
íûìè êîýôôèöèåíòàìè✳ ➮çâåñòíûå èç ëèòåðàòóðû ðåçóëüòàòû äëÿ



✽ ➶âåäåíèå

ëèíåéíûõ íåñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì èëè íåëèíåéíûõ ñèñòåì ➘➚Ó ïî✲
ëó÷åíû ïðè äîâîëüíî æ➻ñòêèõ îãðàíè÷åíèÿõ✿ ✶✮ ïîñòîÿíñòâî ðàíãîâ
ìàòðèö ïðè ïðîèçâîäíîé èñêîìîé ôóíêöèè❀ ✷✮ íèçêèé èíäåêñ ñèñòå✲
ìû❀ ✸✮ ñïåöèàëüíàÿ ñòðóêòóðà✳ ➶ ñâÿçè ñ ýòèì íà íàñòîÿùèé ìîìåíò
àêòóàëüíîé çàäà÷åé òåîðèè ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå ðåçóëüòàòîâ ïî êà÷å✲
ñòâåííûì ñâîéñòâàì ñèñòåì ➘➚Ó áåç îïèñàííûõ âûøå îãðàíè÷åíèé✳
➮ìåííî òàêèå ñèñòåìû ðàññìàòðèâàþòñÿ â äèññåðòàöèè✳

❰áçîð ëèòåðàòóðû✳

Ðàçëè÷íûå àñïåêòû óïðàâëÿåìîñòè è íàáëþäàåìîñòè äëÿ ñèñòåì✱
ðàçðåøåííûõ îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíûõ✱

x′(t) + F (t, x(t), u(t)) = 0, t ∈ I, (0.5)

êàê â ëèíåéíîì✱ òàê è â íåëèíåéíîì ñëó÷àå õîðîøî èçó÷åíû ✭ñì✳✱ â
÷àñòíîñòè✱ ❬✽✕✶✵✱ ✶✷✱ ✹✶✕✹✸❪✮✳

➶ òåîðèè ➘➚Ó èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå ïîíÿòèÿ óïðàâëÿåìîñòè✳
Ñâîéñòâî ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè ✭ñì✳ òàêæå ❬✺✵✱ ñ✳ ✶✷✶❪ è ❬✶✶✶❪✮

âïåðâûå áûëî îïðåäåëåíî è èññëåäîâàíî äëÿ ñòàöèîíàðíûõ ➘➚Ó â
ñòàòüå ❬✶✹✵❪✳ ➶ êíèãå ❬✽✶❪ äëÿ ëèíåéíûõ ➘➚Ó ñ ïîñòîÿííûìè êî✲
ýôôèöèåíòàìè è ðåãóëÿðíûì ìàòðè÷íûì ïó÷êîì ââîäèòñÿ ✸ âàæ✲
íåéøèõ ïîíÿòèÿ✿ óïðàâëÿåìîñòè✱ R✲óïðàâëÿåìîñòè è èìïóëüñíîé
óïðàâëÿåìîñòè✳ Ïîëó÷åííûå àëãåáðàè÷åñêèå êðèòåðèè èñïîëüçóþò✲
ñÿ ïðè àíàëèçå çàäà÷è ìèíèìèçàöèè êâàäðàòè÷íîãî ôóíêöèîíàëà íà
ðåøåíèÿõ ëèíåéíîé ➘➚Ó ñ ïîñòîÿííûìè êîýôèöèåíòàìè✳ ➶ ❬✻✽❪ ïî✲
ëó÷åíû óñëîâèÿ R✲óïðàâëÿåìîñòè äëÿ ëèíåéíûõ ➘➚Ó ñ áåñêîíå÷íî✲
äèôôåðåíöèðóåìûìè êîýôôèöèåíòàìè✳
R✲óïðàâëÿåìîñòü îçíà÷àåò âîçìîæíîñòü ïåðåõîäà ➘➚Ó èç ëþáî✲

ãî ñîãëàñîâàííîãî íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ â ëþáîå ñîñòîÿíèå èç äî✲
ñòèæèìîãî ìíîæåñòâà çà ñ÷åò âûáîðà ñîîòâåòñòâóþùåé äîñòàòî÷✲
íî ãëàäêîé âåêòîð✲ôóíêöèè óïðàâëåíèÿ✳ Ïîä äîñòèæèìûì ìíîæå✲
ñòâîì ïîíèìàåòñÿ îáúåäèíåíèå ïî âñåì âîçìîæíûì ñîãëàñîâàííûì



➶âåäåíèå ✾

íà÷àëüíûì âåêòîðàì x0 âñåõ ìíîæåñòâ ñîñòîÿíèé✱ â êîòîðûå ➘➚Ó
ìîæåò áûòü ïåðåâåäåíà èç x0 çà êîíå÷íûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè ïðè
ñîîòâåòñòâóþùåì âûáîðå óïðàâëÿþùåãî âîçäåéñòâèÿ✳

Ñâîéñòâî èìïóëüñíîé óïðàâëÿåìîñòè ïîçâîëÿåò ñ ïîìîùüþ ïîä✲
õîäÿùåãî óïðàâëåíèÿ ìåíÿòü èíäåêñ ñèñòåìû✱ â ÷àñòíîñòè✱ ïðåîáðà✲
çîâàòü ✭✵✳✶✮ â ➘➚Ó èíäåêñà ✶✳ ➘ëÿ ñòàöèîíàðíûõ ➘➚Ó îïðåäåëåíèå
èìïóëüñíîé óïðàâëÿåìîñòè ñîâïàäàåò ñ ïîíÿòèåì ✏óïðàâëÿåìîñòè
íà áåñêîíå÷íîñòè✑ ✭ñì✳✱ â ÷àñòíîñòè✱ ❬✼✽✱ ✾✻❪✮✳ ➶ ❬✶✶✶❪ èìïóëüñíàÿ
óïðàâëÿåìîñòü äëÿ ñèñòåì ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè îïðåäå✲
ëÿåòñÿ êàê ñóùåñòâîâàíèå óïðàâëåíèÿ âèäà u(t) = F1x(t) + ũ(t) ✭F1

✲ íåêîòîðàÿ ìàòðèöà✮ òàêîãî✱ ÷òî ñèñòåìà✱ çàìêíóòàÿ ýòîé îáðàòíîé
ñâÿçüþ✱ èìååò ðåãóëÿðíûé ïó÷îê è èíäåêñ ðàâíûé åäèíèöå✳

✏Ñèëüíàÿ óïðàâëÿåìîñòü✑ ❬✻✺✱ ✾✸❪ îçíà÷àåò îäíîâðåìåííîå íàëè✲
÷èå ó ➘➚Ó ñâîéñòâ R✲óïðàâëÿåìîñòè è èìïóëüñíîé óïðàâëÿåìîñòè✳

➶ ðàáîòå ❬✾✷❪ äëÿ ëèíåéíûõ ➘➚Ó âèäà ✭✵✳✷✮ ñ ïîëèíîìèàëüíûìè
êîýôôèöèåíòàìè ââîäèòñÿ îïðåäåëåíèå ✏óïðàâëÿåìîñòè ÷åðåç òðà✲
åêòîðèè✑✳ ❮å âäàâàÿñü â äåòàëè✱ ýòî ïîíÿòèå ìîæíî ïîÿñíèòü òàê✿
ëþáûå äâå ïàðû ✭òðàåêòîðèè✮

(

x(1)(t), u(1)(t)
)

è
(

x(2)(t), u(2)(t)
)

✱ óäî✲
âëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèþ ✭✵✳✷✮✱ ìîãóò áûòü ñâÿçàíû íåêîòîðîé òðà✲
åêòîðèåé

(

x(3)(t), u(3)(t)
)

✱ òàêæå óäîâëåòâîðÿþùåé ✭✵✳✷✮✱ òàêèì îá✲
ðàçîì✱ ÷òî çà êîíå÷íîå âðåìÿ òðàåêòîðèÿ

(

x(1)(t), u(1)(t)
)

ïåðåõîäèò
â
(

x(2)(t), u(2)(t)
)

÷åðåç
(

x(3)(t), u(3)(t)
)

✳

➶ ñòàòüå ❬✻✵❪ äëÿ ëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ óïðàâëÿåìûõ ➘➚Ó îá✲
ùåãî âèäà ââåäåíî ïîíÿòèå ëîêàëüíîé íóëü✲óïðàâëÿåìîñòè✳ Ýòî ïî✲
íÿòèå àíàëîãè÷íî òîìó✱ êîòîðîå îïðåäåëåíî äëÿ ñèñòåì✱ ðàçðåøåí✲
íûõ îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé èñêîìîé âåêòîð✲ôóíêöèè ✭ñð✳✱ íà✲
ïðèìåð✱ ❬✾❪✮✳

Ðàçëè÷íûå îïðåäåëåíèÿ óïðàâëÿåìîñòè ➘➚Ó îáñóæäàþòñÿ òàêæå
â ❬✻✺✱ ✾✸✱ ✶✶✶❪✳

➶ êíèãå ❬✽✶❪ íà îñíîâå ïðèâåäåíèÿ ñèñòåìû ê êàíîíè÷åñêîé ôîð✲
ìå ✃ðîíåêåðà äåòàëüíî èññëåäîâàíà ïðîáëåìà óïðàâëÿåìîñòè è íà✲



✶✵ ➶âåäåíèå

áëþäàåìîñòè ëèíåéíûõ ➘➚Ó ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè✳ Ðàç✲
ëè÷íûå òèïû óïðàâëÿåìîñòè è íàáëþäàåìîñòè ëèíåéíûõ ñòàöèîíàð✲
íûõ ➘➚Ó ✭â òîì ÷èñëå óïðàâëÿåìîñòü íà áåñêîíå÷íîñòè✱ èìïóëüñíûå
óïðàâëÿåìîñòü è íàáëþäàåìîñòü✮ ðàññìàòðèâàëèñü✱ â ÷àñòíîñòè✱ â
❬✻✽✱ ✼✽✱ ✾✸✱ ✾✻✱ ✶✶✶✱ ✶✹✵❪✳ ❮åêîòîðûå âû÷èñëèòåëüíûå àñïåêòû ïðî✲
áëåìû íàáëþäàåìîñòè ïðåäñòàâëåíû â ❬✶✸✵❪✳

➶ ñòàòüå ❬✺✶❪ îáîñíîâàíû ïðèçíàêè ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè ëè✲
íåéíûõ íåñòàöèîíàðíûõ ➘➚Ó✳ ➮ñïîëüçóåìàÿ òåõíèêà ïðèâåäåíèÿ
ê âèäó✱ ðàçðåøåííîìó îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé✱ îïèðàþùàÿñÿ íà
ïðåîáðàçîâàíèå ê öåíòðàëüíîé êàíîíè÷åñêîé ôîðìå ❬✾❪✱ ïîçâîëèëà
èññëåäîâàòü ñèñòåìû ñ âåùåñòâåííî àíàëèòè÷åñêèìè êîýôôèöèåí✲
òàìè✳ ➶ ❬✻✵❪ èññëåäîâàíà ëîêàëüíàÿ íóëü✲óïðàâëåìîñòü íåëèíåéíîé
➘➚Ó ïî ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ✳ Ïîëó÷åíû êðèòåðèè ïîëíîé óïðàâ✲
ëÿåìîñòè äëÿ ëèíåéíûõ ➘➚Ó ñ ãëàäêèìè êîýôôèöèåíòàìè✳

➶ ðàáîòàõ ❬✶✷✵✱ ✶✸✸❪ äëÿ èññëåäîâàíèÿ óïðàâëÿåìûõ ëèíåéíûõ
➘➚Ó ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè ïðèìåíÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå
❐àïëàñà✱ íà îñíîâå ÷åãî ñòðîÿòñÿ äîâîëüíî îáøèðíûå òåîðèè✱ êîòî✲
ðûå â íåêîòîðîì ñìûñëå ÿâëÿþòñÿ ÷àñòîòíûìè àíàëîãàìè óïðàâëÿ✲
åìîñòè è íàáëþäàåìîñòè✳

➶ îáçîðå ❬✶✶✺❪ óïðàâëÿåìûå ñèñòåìû ➘➚Ó â ôîðìå

x′1(t) = f1(x1(t), x2(t), u(t)), 0 = f2(x1(t), x2(t), u(t))

ïîäðàçäåëÿþòñÿ íà äâà òèïà✿ ñèñòåìû✱ ïîâåäåíèå êîòîðûõ îïðåäåëÿ✲
åòñÿ òîëüêî óïðàâëÿåìûì âõîäîì ✭❝❛s✉❛❧ s②st❡♠s✮ è ñèñòåìû✱ çàâèñÿ✲
ùèå òàêæå è îò ïðîèçâîäíûõ óïðàâëåíèÿ ✭♥♦♥✲❝❛s✉❛❧ s②st❡♠s✮✳ ➘ëÿ
ïåðâîãî òèïà äîêàçàíà ïðèìåíèìîñòü ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿ✲
ãèíà✳ Òî æå ðàçäåëåíèå èãðàåò âåäóùóþ ðîëü è ïðè àíàëèçå ëèíåéíî✲
êâàäðàòè÷íîé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñî ñâÿçÿìè â âèäå
ëèíåéíîé óïðàâëÿåìîé ñòàöèîíàðíîé ➘➚Ó ❬✶✶✹❪✳ Ñèñòåìà ïðåîáðà✲
çóåòñÿ ê êàíîíè÷åñêîé ôîðìå ✃ðîíåêåðà✱ à îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå
ñòðîèòñÿ ÷åðåç ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ Ðèêêàòè✳

➶ ìîíîãðàôèè ❬✺✵❪ îáîñíîâàíû ïðèçíàêè ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè



➶âåäåíèå ✶✶

ëèíåéíûõ ➘➚Ó ñ âåùåñòâåííî àíàëèòè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè✳
Ñòàòüÿ ❬✻✵❪ ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ëîêàëüíîé íóëü✲óïðàâëåìîñòè
íåëèíåéíûõ ➘➚Ó ïî ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ✳ ➶ ðàáîòàõ ❬✻✽✱ ✼✵❪ ïîëó✲
÷åíû êðèòåðèè ❘✲óïðàâëÿåìîñòè è ❘✲íàáëþäàåìîñòè äëÿ ëèíåéíûõ
ñèñòåì ñ áåñêîíå÷íî✲äèôôåðåíöèðóåìûìè êîýôôèöèåíòàìè✳

➶ ðàáîòàõ ❬✹✻✱ ✹✼❪ èññëåäóåòñÿ óïðàâëÿåìîñòü ëèíåéíûõ è ïîëóëè✲
íåéíûõ ñèñòåì ñ îïåðàòîðíûìè êîýôôèöèåíòàìè â áàíàõîâûõ ïðî✲
ñòðàíñòâàõ✳

Ïðîáëåìà ñòàáèëèçàöèè ëèíåéíûõ ➘➚Ó ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôè✲
öèåíòàìè ïðèâëåêàåò âíèìàíèå ñïåöèàëèñòîâ íà ïðîòÿæåíèè ïî✲
ñëåäíèõ ✸✵✲òè ëåò ❬✽✶✱ ✽✷✱ ✶✵✹✱ ✶✸✷✱ ✶✸✻✱ ✶✹✷❪✳ ➶ êíèãå ❬✽✶✱ ñ✳ ✼✶❪ íà îñ✲
íîâå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèñòåìû ê êàíîíè÷åñêîé ôîðìå ✃ðîíåêåðà ❬✶✶✱
❝✳ ✸✶✺❪ ïîêàçàíî✱ ÷òî ñòàöèîíàðíàÿ ñèñòåìà Ax′(t)+Bx(t)+Uu(t) = 0
ñ ðåãóëÿðíûì ìàòðè÷íûì ïó÷êîì ñòàáèëèçèðóåìà òîãäà è òîëüêî òî✲
ãäà✱ êîãäà rank(λA+B,U) = n ïðè ëþáûõ êîìïëåêñíûõ ÷èñëàõ λ :
Re(λ) ≤ 0✳ ➘îêàçàíî✱ ÷òî äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñòàáèëèçèðóåìîñòè
ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ åå R✲óïðàâëÿåìîñòü✳

➶ ñòàòüå ❬✶✸✷❪ ïðåäëîæåíû ïðèáëèæåííûå ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ îá✲
ðàòíûõ ñâÿçåé✱ ðåøàþùèõ çàäà÷è ñòàáèëèçàöèè è ðåãóëÿðèçàöèè✳

➶ ðÿäå ðàáîò èññëåäóåòñÿ ïðîáëåìà ðîáàñòíîé ñòàáèëèçàöèè ëè✲
íåéíûõ ñòàöèîíàðíûõ ➘➚Ó ✭ñì✳✱ íàïðèìåð✱ ❬✽✷✱ ✶✵✹✱ ✶✸✻✱ ✶✹✷❪✮✳ ➶
ñòàòüå ❬✶✵✹❪ äîêàçàíà ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è ðîáàñòíîé ñòàáèëèçàöèè
➘➚Ó ñ îãðàíè÷åííûì ïî íîðìå âîçìóùåíèåì â ìàòðèöå ïðè ïðîèç✲
âîäíîé â ïðåäïîëîæåíèè✱ ÷òî âîçìóùåíèå íå ìåíÿåò ðàíãà ìàòðèöû✳

➶îçìîæíîñòè ñòàáèëèçàöèè è ðîáàñòíîé ñòàáèëèçàöèè ïîñðåäñòâîì
óïðàâëåíèÿ âèäà k1(t)x(t)+k2(t)x

′(t) èçó÷àþòñÿ â ðàáîòå ❬✽✷❪✳ Ïðåä✲
ïîëàãàåòñÿ✱ ÷òî êîýôôèöèåíòû ñèñòåìû ïðèíàäëåæàò êîìïàêòíûì
ìíîæåñòâàì èç ïîäõîäÿùèõ ìàòðè÷íûõ ïðîñòðàíñòâ✳

➶ ❬✶✸✻❪ ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ ëèíåéíûõ ➘➚Ó ñ âîçìóùåííûìè
ìàòðèöàìè B è U ✳ ❈ ïîìîùüþ ✏âñïîìîãàòåëüíîé✑ ôóíêöèè ñèñòåìà
ðàñùåïëÿåòñÿ íà äâå ïîäñèñòåìû✱ îäíà èç êîòîðûõ íå çàâèñèò îò



✶✷ ➶âåäåíèå

óïðàâëåíèÿ✳

❮à îñíîâå îáîáùåííûõ ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé ❐ÿïóíîâà è Ðèê✲
êàòè â ðàáîòå ❬✶✹✷❪ ïîëó÷åíî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ðîáàñòíîé óñòîé✲
÷èâîñòè è ïðåäëîæåí ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ñòàáèëèçèðóþùåãî óïðàâ✲
ëåíèÿ äëÿ ëèíåéíîé ñòàöèîíàðíîé ➘➚Ó ñ íåëèíåéíûì îãðàíè÷åí✲
íûì âîçìóùåíèåì✳ Ïîäîáíàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è èññëåäóåòñÿ â ðà✲
áîòå ❬✶✷✷❪✱ â êîòîðîé ïðåäëîæåí àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ íåëèíåéíîãî
ñòàáèëèçèðóþùåãî óïðàâëåíèÿ✳

×òî êàñàåòñÿ ëèíåéíûõ ➘➚Ó ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè✱
òî àâòîðó èçâåñòíû ðàáîòû ïî ñòàáèëèçàöèè è ñòàáèëèçèðóåìîñòè
ñèñòåì ñ ïîñòîÿííîé ìàòðèöåé ïðè ïðîèçâîäíîé èñêîìîé âåêòîð✲
ôóíêöèè ❬✾✶✱ ✾✹✱ ✶✷✼❪✳ ➶ ❬✾✹✱ ✶✷✼❪ ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ðîáàñòíîé ñòà✲
áèëèçèðóåìîñòè✳ ➶ óïîìÿíóòûõ ðàáîòàõ êðèòåðèè ñôîðìóëèðîâàíû
â âèäå ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ íåðàâåíñòâ✳

➮çâåñòíû ðåçóëüòàòû ïî ñòàáèëèçàöèè íåëèíåéíûõ ➘➚Ó â ïîëó✲
ÿâíîé ôîðìå ❬✶✵✻✱ ✶✶✵❪ ëèáî ñ ïîñòîÿííîé ìàòðèöåé ïðè ïðîèçâîäíîé
❬✶✸✼✕✶✸✾✱ ✶✹✶❪✳

➶ ❬✶✸✼❪ íà îñíîâå òåîðèè óñòîé÷èâîñòè ❐ÿïóíîâà èññëåäóåòñÿ ïðî✲
áëåìà ñèíòåçà ïîçèöèîííîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ êëàññà íåëèíåéíûõ ïî
x(t) ➘➚Ó✱ îáåñïå÷èâàþùåãî ðîáàñòíóþ àñèìïòîòè÷åñêóþ óñòîé÷è✲
âîñòü ñèñòåìû✳ ➶ ñòàòüå ❬✶✵✻❪ ïðåäëîæåíû àëãîðèòìû ëîêàëüíîé ñòà✲
áèëèçàöèè è ðåãóëÿðèçàöèè ñ ïîìîùüþ íåëèíåéíîé îáðàòíîé ñâÿçè✳
❐îêàëüíàÿ ñòàáèëèçàöèÿ ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïî ëèíåéíîìó ïðè✲
áëèæåíèþ èçó÷àåòñÿ â ðàáîòå ❬✶✶✵❪✳ ➶ ❬✶✸✾❪ ñ èñïîëüçîâàíèåì ôóíê✲
öèé ❐ÿïóíîâà è äèôôåðåíöèàëüíûõ íåðàâåíñòâ îáîñíîâàí íîâûé
ïðèíöèï ñðàâíåíèÿ✱ êîòîðûé ïîçâîëèë ïîëó÷èòü äîñòàòî÷íûå óñëî✲
âèÿ ïðàêòè÷åñêîé ñòàáèëèçàöèè è óïðàâëÿåìîñòè✳ ➶ ❬✶✹✶❪ ïîëó÷åíû
óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ è ñòàáèëèçèðóåìîñòè
íåëèíåéíîé ➘➚Ó èíäåêñà ✶✳ Ïðîáëåìà ñòàáèëèçàöèè è ýêñïîíåíöè✲
àëüíîé óñòîé÷èâîñòè ➘➚Ó ñ äèñêðåòíûì è ðàñïðåäåëåííûì çàïàç✲
äûâàíèåì ðàññìàòðèâàåòñÿ â ñòàòüå ❬✶✸✽❪✳



➶âåäåíèå ✶✸

Ðàáîòû ❬✻✸✱ ✶✷✻✱ ✶✸✹✱ ✶✸✺✱ ✶✸✼❪ ïîñâÿùåíû ñèíòåçó îïòèìàëüíûõ
ðåãóëÿòîðîâ äëÿ ëèíåéíûõ ñòàöèîíàðíûõ è íåëèíåéíûõ ñèñòåì ➘➚Ó
â ïîëóÿâíîé ôîðìå✳

➘åòåêòèðóåìîñòü íåñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì✱ ðàçðåøåíåííûõ îòíî✲
ñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé✱ èññëåäîâàëàñü✱ â ÷àñòíîñòè✱ â ðàáîòàõ ❬✾✱ ✾✵✱
✾✺❪✳ Ïðèìåíèòåëüíî ê ñèñòåìàì ➘➚Ó êðèòåðèè äåòåêòèðóåìîñòè ïî✲
ëó÷åíû â ìîíîãðàôèè ❬✽✶❪ äëÿ ñèñòåì ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåí✲
òàìè è ðåãóëÿðíûì ìàòðè÷íûì ïó÷êîì✳

Ïåðâûå ïîïûòêè ïî èçó÷åíèþ óñòîé÷èâîãî ïîâåäåíèÿ ➘➚Ó áûëè
ïðåäïðèíÿòû ✷✺✲✸✵ ëåò íàçàä ❬✻✷✱ ✽✼✱ ✽✾❪✳

✃ íàñòîÿùåìó ìîìåíòó óñòîé÷èâîñòü â ñìûñëå ❐ÿïóíîâà ëèíåé✲
íûõ ➘➚Ó ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè õîðîøî èçó÷åíà ❬✸✱ ✽✶✱
✽✻✱ ✶✶✻✱ ✶✷✹✱ ✶✷✾✱ ✶✸✶❪✳ ➶ ÷àñòíîñòè✱ â êíèãå ❬✸❪ ñ èñïîëüçîâàíèåì
îáðàòíîé ìàòðèöû ➘ðàçèíà ïîëó÷åí àíàëîã óðàâíåíèÿ ❐ÿïóíîâà✳

➮ìåþòñÿ ðàáîòû ïî óñòîé÷èâîñòè íåëèíåéíûõ ➘➚Ó✳ ➶ ñòàòüå ❬✶✶✺❪
ðàññìàòðèâàåòñÿ íåëèíåéíàÿ ñèñòåìà ñïåöèàëüíîé ñòðóêòóðû✳ ➶ ðà✲
áîòàõ ìàòåìàòèêîâ ➪åðëèíñêîé øêîëû ✭ñì✳✱ íàïðèìåð✱ ❬✽✽✱ ✶✷✽❪✮ ➮ñ✲
ñëåäóåòñÿ óñòîé÷èâîñòü ➘➚Ó èíäåêñà íå âûøå äâóõ ñ ìàòðèöåé
∂F (t, x, x′)/∂x′ ïîñòîÿííîãî ðàíãà✳ Òî æå îòíîñèòñÿ è ê ðàáîòàì ïî
èññëåäîâàíèþ ëèíåéíûõ ñèñòåì âèäà ✭✵✳✷✮ ❬✶✵✵❪✳

➶ ðàáîòå ❬✶✵✸❪ ïîëó÷åíû îöåíêè äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîêàçà✲
òåëåé ❐ÿïóíîâà äëÿ ëèíåéíûõ íåñòàöèîíàðíûõ ➘➚Ó✳ ➶ ñòàòüå ❬✶✶✽❪
èññëåäóåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü íåëèíåéíûõ ➘➚Ó â ïî✲
ëóÿâíîé ôîðìå èíäåêñà ✶ è ✷✱ ìîäåëèðóþùèõ äèíàìèêó ýëåêòðè÷å✲
ñêîé öåïè✳ ❰áçîð ïî ðåçóëüòàòàì✱ êàñàþùèìñÿ ðîáàñòíîé óñòîé÷è✲
âîñòè ëèíåéíûõ ➘➚Ó✱ ïðèâåäåí â ❬✽✸❪✳

❒åòîäû èññëåäîâàíèÿ✳

➶ êà÷åñòâå ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ â äèññåðòàöèè èñïîëüçîâàíû ðå✲
çóëüòàòû èç òåîðèè ôóíêöèé íåñêîëüêèõ âåùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ✱
êà÷åñòâåííîé òåîðèè ñèñòåì ❰➘Ó â íîðìàëüíîé ôîðìå✱ â ÷àñòíîñòè✱



✶✹ ➶âåäåíèå

òåîðèè óñòîé÷èâîñòè✱ óïðàâëÿåìîñòè è íàáëþäàåìîñòè✱ à òàêæå àï✲
ïàðàò îáîáùåííûõ îáðàòíûõ ìàòðèö✳

❰äèí èç ïîäõîäîâ ê èññëåäîâàíèþ ðàçðåøèìîñòè è êà÷åñòâåííûõ
ñâîéñòâ ➘➚Ó îñíîâàí íà ïðåäâàðèòåëüíîì ïðåîáðàçîâàíèè ñèñòåìû
ê âèäó✱ ïîçâîëÿþùåìó ñóäèòü î ñòðóêòóðå îáùåãî ðåøåíèÿ✳

➘ëÿ èññëåäîâàíèÿ ëèíåéíûõ ➘➚Ó â ðàáîòå ❬✻✾❪ âïåðâûå áûëî
ââåäåíî ïîíÿòèå ✏ñèëüíîé ñòàíäàðòíîé êàíîíè÷åñêîé ôîðìû✑✱ ñó✲
ùåñòâîâàíèå êîòîðîé äîêàçàíî äëÿ ñèñòåì ñ âåùåñòâåííî àíàëèòè✲
÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè✳ Ýòà ñòðóêòóðíàÿ ôîðìà â êíèãå ❬✺✷❪ íà✲
çâàíà öåíòðàëüíîé êàíîíè÷åñêîé✳

➶ ìîíîãðàôèè ❬✺✵❪ äëÿ èçó÷åíèÿ âîïðîñîâ ïðèâîäèìîñòè ââåäå✲
íà â ðàññìîòðåíèå òàê íàçûâàåìàÿ ✏ðàñùåïëåííàÿ ôîðìà✑✱ êîòîðàÿ
îïðåäåëåíà óæå äëÿ ñèñòåì ñ ãëàäêèìè êîýôôèöèåíòàìè✳ ➶ ñòàòüå
❬✼✵❪ äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåçóëüòàòîâ î íàáëþäàåìîñòè ➘➚Ó âèäà ✭✵✳✷✮
èñïîëüçóåòñÿ íåêîòîðàÿ ôîðìà✱ êîòîðóþ ìîæíî ñ÷èòàòü àíàëîãîì
ðàñùåïëåííîé✳ ➘ëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ âñåõ âûøåóïîìÿíóòûõ ñòðóêòóð✲
íûõ ôîðì íå òðåáóåòñÿ ïîñòîÿíñòâî ðàíãà ìàòðèöû ïðè ïðîèçâîäíîé
èñêîìîé âåêòîð✲ôóíêöèè✳ ❰áùèì íåäîñòàòêîì ÿâëÿåòñÿ îòñóòñòâèå
êîíñòðóêòèâíûõ àëãîðèòìîâ ïîñòðîåíèÿ â äîñòàòî÷íî îáùèõ ïðåä✲
ïîëîæåíèÿõ✳ ➶ ÷àñòíîñòè✱ ñïîñîáû ïðåîáðàçîâàíèÿ ➘➚Ó â öåíòðàëü✲
íóþ êàíîíè÷åñêóþ ôîðìó ðàçðàáîòàíû ëèøü äëÿ ñèñòåì✱ êîýôôè✲
öèåíòû êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ïîñòîÿííûìè ëèáî ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
ïîëèíîìû ❬✶✶❪✳

Ïîäõîä✱ ñâÿçàííûé ñ ïðåîáðàçîâàíèåì ➘➚Ó ê âèäó✱ ðàçðåøåííîìó
îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé✱ ïðåäñòàâëÿåòñÿ êîíñòðóêòèâíûì ❬✺✷✱ ✻✹❪✳
❮î òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå íå ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíûì✱ âñëåäñòâèå
÷åãî ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà ìîæåò èìåòü ðåøåíèÿ✱ íå ÿâëÿþùèåñÿ ðå✲
øåíèÿìè èñõîäíîé ➘➚Ó✳ Ïî ýòîé ïðè÷èíå ïðîáëåìà ñóùåñòâîâàíèÿ
ðåøåíèÿ çàäà÷è ✃îøè äëÿ ➘➚Ó òðåáóåò îòäåëüíîãî èññëåäîâàíèÿ✳

➶ ñòàòüå ❬✾✼❪ ïðåäëàãàåòñÿ àëãîðèòì ïðèâåäåíèÿ ëèíåéíîé ➘➚Ó ñ
ãëàäêèìè êîýôôèöèåíòàìè ê íåêîòîðîé ýêâèâàëåíòíîé ôîðìå✳ Ñó✲



➶âåäåíèå ✶✺

ùåñòâåííûì îãðàíè÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå✿ r❛♥❦ A(t) = ❝♦♥st íà
I ✳

❒åòîäîëîãè÷åñêîé îñíîâîé èññëåäîâàíèÿ✱ ïðîâåäåííîãî â äèññåð✲
òàöèè✱ ïîñëóæèëî ïðèâåäåíèå ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû ➘➚Ó ✭êàê
â ëèíåéíîì✱ òàê è â íåëèíåéíîì ñëó÷àå✮ ê ñòðóêòóðíîé ôîðìå ñ ðàç✲
äåëåííûìè ✏äèôôåðåíöèàëüíîé✑ è ✏àëãåáðàè÷åñêîé✑ ïîäñèñòåìàìè✳
Ýòà ôîðìà íàçûâàåòñÿ ✏ýêâèâàëåíòíîé ñòðóêòóðíîé ôîðìîé✑ ❬✺✾✱
✻✵❪✳

Ñóùåñòâîâàíèå ýòîé ñòðóêòóðíîé ôîðìû äîêàçàíî â óñëîâèÿõ✱
áëèçêèõ ê íåîáõîäèìûì äëÿ ðåãóëÿðíîãî ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé✳ Ïðè
åå ïîñòðîåíèè íå èñïîëüçóåòñÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ✱ âñëåäñòâèå ÷åãî
ñîõðàíÿåòñÿ ñòðóêòóðà ïó÷êîâ ìàòðèö ßêîáè✱ îïèñûâàþùèõ ñèñòå✲
ìó✳ ❮åëèíåéíûå ➘➚Ó✱ îáëàäàþùèå ýêâèâàëåíòíîé ôîðìîé✱ äîïóñ✲
êàþò âîçìîæíîñòü èññëåäîâàíèÿ êà÷åñòâåííûõ ñâîéñòâ ïî ëèíåéíî✲
ìó ïðèáëèæåíèþ✳ ✃ðîìå òîãî✱ ðàññìàòðèâàåìàÿ ➘➚Ó è åå ñòðóê✲
òóðíàÿ ôîðìà ýêâèâàëåíòíû â ñìûñëå ðåøåíèé✳ ➶ ëèíåéíîì ñëó÷àå
ìåòîä ïðåîáðàçîâàíèÿ ê ýêâèâàëåíòíîé ôîðìå íîñèò êîíñòðóêòèâ✲
íûé õàðàêòåð✱ äàåò óäîáíûé ñïîñîá íàõîæäåíèÿ ìíîãîîáðàçèÿ ðå✲
øåíèé è àâòîìàòè÷åñêè ðåøàåò çàäà÷ó î ñîãëàñîâàíèè íà÷àëüíûõ
äàííûõ✳ ❰í ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü êîíñòðóêòèâíûå ðåçóëüòàòû â òåð✲
ìèíàõ âõîäíûõ äàííûõ è ñóùåñòâåííî îáùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ïî
ñðàâíåíèþ ñ îòå÷åñòâåííûìè è çàðóáåæíûìè àíàëîãàìè✳

Ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè✳

➘èññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ✱ òðåõ ãëàâ✱ çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà
ëèòåðàòóðû✳

➶î ââåäåíèè ïðèâåäåíà ïîñòàíîâêà çàäà÷è✱ ïîÿñíåíà ñïåöèôèêà
îáúåêòà èññëåäîâàíèÿ✱ îáîñíîâàíà àêòóàëüíîñòü òåìû äèññåðòàöèè✱
ïðèâåäåíû îáçîð ëèòåðàòóðû ïî äàííîé òåìàòèêå è êðàòêîå ñîäåð✲
æàíèå ðàáîòû✱ ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû è îáîñíîâàíà
èõ íîâèçíà✳



✶✻ ➶âåäåíèå

➶ ïåðâîì è âòîðîì ðàçäåëàõ ïåðâîé ãëàâû ñîäåðæàòñÿ âñïîìî✲
ãàòåëüíûå ñâåäåíèÿ✱ êàñàþùèåñÿ ïîñòðîåíèÿ è íåêîòîðûõ ñâîéñòâ
ýêâèâàëåíòíîé ñòðóêòóðíîé ôîðìû äëÿ ëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ ñè✲
ñòåì ➘➚Ó✱ ñôîðìóëèðîâàíû òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ✳ Ýòè ðåçóëüòà✲
òû ïîñëóæèëè îñíîâîé äëÿ àíàëèçà✱ ïðîâåäåííîãî â äðóãèõ ðàçäåëàõ
äèññåðòàöèè✳

➶ òðåòüåì ðàçäåëå ïåðâîé ãëàâû ïîñòðîåíà ýêâèâàëåíòíàÿ ñòðóê✲
òóðíàÿ ôîðìà äëÿ ñîïðÿæåííîé ëèíåéíîé ñèñòåìû ➘➚Ó✱ ïîëó÷åíû
óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ íà÷àëüíûõ äàííûõ è äîêàçàíà òåîðåìà î ðàç✲
ðåøèìîñòè òàêîé ñèñòåìû ➘➚Ó✳ Ïîëó÷åíû óñëîâèÿ✱ ïðè êîòîðûõ
îïåðàòîð çàìåíû ïåðåìåííîé✱ ïðåîáðàçóþùèé ñîïðÿæåííóþ ➘➚Ó ê
ýêâèâàëåíòíîé ôîðìå✱ èìååò ïðàâûé îáðàòíûé✳

➶î âòîðîé ãëàâå èññëåäóþòñÿ êà÷åñòâåííûå ñâîéñòâà ëèíåéíûõ
íåñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì ➘➚Ó✳ ➶ ïåðâîì ðàçäåëå ïîëó÷åíû äîñòàòî÷✲
íûå è íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ R✲óïðàâëÿåìîñòè ✭óïðàâ✲
ëÿåìîñòè â ïðåäåëàõ äîñòèæèìîãî ìíîæåñòâà✮ è R✲íàáëþäàåìîñòè
äëÿ ñèñòåìû ✭✵✳✷✮✳ ➘îêàçàíû òåîðåìû äóàëüíîñòè✱ óñòàíàâëèâàþùèå
ñâÿçü ìåæäó ýòèìè ñâîéñòâàìè✳

➶òîðîé ðàçäåë ïîñâÿùåí ñòàáèëèçèðóåìîñòè ➘➚Ó ñ âåêòîðíûì
óïðàâëåíèåì✳ ❰áîñíîâàíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñòàáèëèçèðóåìîñòè
è ïðåäëîæåí àëãîðèòì ñèíòåçà ñòàáèëèçèðóþùåãî óïðàâëåíèÿ✳

➶ òðåòüåì ðàçäåëå ïåðâîé ãëàâû ïîëó÷åíû óñëîâèÿ äåòåêòèðóå✲
ìîñòè äëÿ íåñòàöèîíàðíûõ ➘➚Ó èíäåêñà ✶✳

➶ ÷åòâåðòîì è ïÿòîì ðàçäåëàõ ïðåäñòàâëåíû êðèòåðèè ïðèâîäè✲
ìîñòè è ïðàâèëüíîñòè ñèñòåì âèäà ✭✵✳✷✮✱ äîêàçàíû òåîðåìû î ñâÿçè
ýòèõ ñâîéñòâ✳ Ðåçóëüòàòû ïÿòîãî ðàçäåëà èñïîëüçóþòñÿ â òðåòüåé
ãëàâå äëÿ ïîëó÷åíèÿ óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè íåëèíåéíûõ ➘➚Ó✳

Òðåòüÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ íåëèíåéíûõ ➘➚Ó âèäà
✭✵✳✶✮ ïî ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ✳

➶ ïåðâîì ðàçäåëå èññëåäóåòñÿ ëîêàëüíàÿR✲óïðàâëÿåìîñòü â íîëü✳
Ïîä ëîêàëüíîé R✲óïðàâëÿåìîñòüþ â íîëü ïîäðàçóìåâàåòñÿ âîçìîæ✲



➶âåäåíèå ✶✼

íîñòü ïåðåõîäà ➘➚Ó ✭✵✳✶✮ èç ëþáîãî ñîãëàñîâàííîãî íà÷àëüíîãî ñî✲
ñòîÿíèÿ â íîëü çà ñ÷åò ñîîòâåòñòâóþùåãî âûáîðà ãëàäêîãî óïðàâëå✲
íèÿ✳ ➶ óñëîâèÿõ ëîêàëüíîé òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ äîêàçàíî✱ ÷òî✱
åñëè ñèñòåìà ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ R✲óïðàâëÿåìà èëè ëîêàëüíî R✲
óïðàâëÿåìà â íîëü✱ òî ➘➚Ó ✭✵✳✶✮ ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî R✲óïðàâëÿåìîé
â íîëü✳

➶î âòîðîì ðàçäåëå ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ëîêàëüíîé R✲íàáëþäàåìîñ✲
òè ➘➚Ó ✭✵✳✶✮✳

➶ òðåòüåì è ÷åòâåðòîì ðàçäåëàõ ïîñòðîåíà ãëîáàëüíàÿ ýêâèâà✲
ëåíòíàÿ ñòðóêòóðíàÿ ôîðìà äëÿ íåëèíåéíûõ ➘➚Ó✱ äîêàçàíà ãëî✲
áàëüíàÿ òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ✃îøè✳ ❮à îñíîâå
ýòèõ ðåçóëüòàòîâ äîêàçàíû òåîðåìû î ñòàáèëèçèðóåìîñòè ✭â ñëó÷àå
ñêàëÿðíîãî óïðàâëåíèÿ✮ è óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíî✲
âåñèÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìû ïî ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ✳

➶ çàêëþ÷åíèè îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû îáñóæäàþòñÿ ñ òî÷êè
çðåíèÿ ïåðñïåêòèâû äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé✳

Ñïèñîê èñïîëüçîâàííîé ëèòåðàòóðû âêëþ÷àåò â ñåáÿ ✶✹✷ ññûëêè
è ñîñòàâëåí â àëôàâèòíîì ïîðÿäêå✳

❮àó÷íàÿ íîâèçíà✳

➶ñå ðåçóëüòàòû✱ âûíîñèìûå íà çàùèòó✱ ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è äîêà✲
çàíû â íàèáîëåå îáùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ✳ ✃ðèòåðèè R✲óïðàâëÿåìîñ✲
òè✱ R✲íàáëþäàåìîñòè✱ ïðèâîäèìîñòè✱ ïðàâèëüíîñòè✱ óñòîé÷èâîñòè✱
ñòàáèëèçèðóåìîñòè è äåòåêòèðóåìîñòè ïîëó÷åíû äëÿ òàêèõ êëàññîâ
ëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ ➘➚Ó✱ äëÿ êîòîðûõ íåïðèìåíèìû äðóãèå
ìåòîäèêè èññëåäîâàíèÿ✳ ➘îïóñêàåòñÿ ïðîèçâîëüíî âûñîêèé èíäåêñ
íåðàçðåøåííîñòè✱ ïåðåìåííûé ðàíã ìàòðèö ßêîáè ∂F/∂x è ∂F/∂x′✱
ñíÿòû îãðàíè÷åíèÿ íà ÿäðà ýòèõ ìàòðèö è ñòðóêòóðó ñèñòåìû êàê
â ëèíåéíîì✱ òàê è â íåëèíåéíîì ñëó÷àå✳



✶✽ ➶âåäåíèå

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü✳

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè íîñÿò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð✳ Ïîëó÷åí✲
íûå ðåçóëüòàòû ïî êà÷åñòâåííûì ñâîéñòâàì îõâàòûâàþò øèðîêèå
êëàññû ëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ ñèñòåì ➘➚Ó✱ ó êîòîðûõ ñåìåéñòâî
ðåøåíèé íå èìååò îñîáûõ òî÷åê✳ Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ
êîíñòðóêòèâíûìè✱ ñôîðìóëèðîâàíû â òåðìèíàõ âõîäíûõ äàííûõ è
â ïðåäïîëîæåíèÿõ áëèçêèõ ê íåîáõîäèìûì äëÿ ðåãóëÿðíîãî ïîâåäå✲
íèÿ ðåøåíèé✳

❒àòåðèàëû äèññåðòàöèè ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè ðàçðàáîò✲
êå ñïåöêóðñîâ äëÿ ñòóäåíòîâ ìàòåìàòèêîâ✱ à òàêæå ïðè íàïèñàíèè
êóðñîâûõ è äèïëîìíûõ ðàáîò✱ ìàãèñòåðñêèõ äèññåðòàöèé✳

➮ññëåäîâàíèÿ ïî òåìå äèññåðòàöèè ïðîâîäèëèñü â ðàìêàõ ïðî✲
åêòà ïî ïðîãðàììå Ñ❰ Ð➚❮ ✏✃à÷åñòâåííûé è ÷èñëåííûé àíàëèç
ãåòåðîãåííûõ ñèñòåì✑ ✭➑ ãîñ✳ ðåãèñòðàöèè ✵✶✷✵✶✸✺✶✾✹✺✮✮✱ ïðîãðàì✲
ìå Ñ❰ Ð➚❮ ✏✃à÷åñòâåííûé àíàëèç ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé è ñè✲
ñòåì óïðàâëåíèÿ✑ ✭➑ ãîñ✳ ðåãèñòðàöèè ✵✶✷✵✶✵✵✶✸✺✶✮✱ ➮íòåãðàöèîí✲
íîãî ïðîåêòà Ñ❰ Ð➚❮ ➑ ✽✺✱ ❒åæäèñöèïëèíàðíîãî èíòåãðàöèîííî✲
ãî ïðîåêòà ➑ ✶✵✼✱ ïðîãðàììû Ïðåçèäèóìà Ð➚❮ ✭ïðîåêò ➑ ✶✼✳✶✮✱
ïðîãðàììû ÔÖÏ ✏❮àó÷íûå è íàó÷íî✲ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííî✲
âàöèîííîé Ðîññèè✑ ✭ïðîåêò ➑ ✷✵✶✷✲✶✳✷✳✶✲✶✷✲✵✵✵✲✶✵✵✶✲✵✶✶✮✱ à òàêæå
ãðàíòîâ ÐÔÔ➮ ✭ïðîåêòû ➑ ✶✵✲✵✶✲✵✵✶✸✷ è ➑ ✶✸✲✵✶✲✵✵✷✽✼✮✳

Ðåçóëüòàòû✱ âûíîñèìûå íà çàùèòó✳

✶✳ Ïîñòðîåíà ýêâèâàëåíòíàÿ ôîðìà✱ ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ñîãëàñî✲
âàíèÿ íà÷àëüíûõ äàííûõ è äîêàçàíà òåîðåìà î ðàçðåøèìîñòè äëÿ
ñîïðÿæåííîé ëèíåéíîé ñèñòåìû ➘➚Ó✳

✷✳ ➘ëÿ ëèíåéíûõ ➘➚Ó ñ âåêòîðíûõ óïðàâëåíèåì ïîëó÷åíû óñëî✲
âèÿ ñòàáèëèçèðóåìîñòè✱ äëÿ ñèñòåì èíäåêñà ✶ óñëîâèÿ äåòåêòèðóå✲
ìîñòè✳ ❰áîñíîâàíû äîñòàòî÷íûå è íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëî✲
âèÿ R✲óïðàâëÿåìîñòè è R✲íàáëþäàåìîñòè✱ äîêàçàíû òåîðåìû î ñâÿ✲
çè ýòèõ ñâîéñòâ✳ Ïîëó÷åíû êðèòåðèè ïðèâîäèìîñòè è ïðàâèëüíîñòè✳



➶âåäåíèå ✶✾

✸✳ ➘ëÿ íåëèíåéíûõ ñèñòåì ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ëîêàëüíîé R✲óïðàâ✲
ëÿåìîñòè â íîëü✱ ëîêàëüíîé R✲íàáëþäàåìîñòè✱ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ
ñòàáèëèçèðóåìîñòè è óñòîé÷èâîñòè ïî ïåðâîìó ëèíåéíîìó ïðèáëè✲
æåíèþ✳

➚ïðîáàöèÿ ðàáîòû✳

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü íà Ðîññèé✲
ñêî✲ìîíãîëüñêîé êîíôåðåíöèè ìîëîäûõ ó÷åíûõ ïî ìàòåìàòè÷åñêî✲
ìó ìîäåëèðîâàíèþ✱ âû÷èñëèòåëüíî✲èíôîðìàöèîííûì òåõíîëîãèÿì
è óïðàâëåíèþ✱ ➮ðêóòñê✱ Ðîññèÿ ✕ îç✳ Õàíõ✱ ❒îíãîëèÿ✱ ✷✵✶✶❀ ❳ ❒åæ✲
äóíàðîäíîé ×åòàåâñêîé êîíôåðåíöèè ✏➚íàëèòè÷åñêàÿ ìåõàíèêà✱ óñ✲
òîé÷èâîñòü è óïðàâëåíèå✑✱ ✃àçàíü✱ ✷✵✶✷❀ ■■■ ❒åæäóíàðîäíîé øêîëå✲
ñåìèíàðå ✏❮åëèíåéíûé àíàëèç è ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è✑✱ ➮ðêóòñê✱
✷✵✶✷❀ ■■ Ðîññèéñêî✲ìîíãîëüñêîé êîíôåðåíöèè ìîëîäûõ ó÷åíûõ ïî
ìàòåìàòè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ✱ âû÷èñëèòåëüíî✲èíôîðìàöèîííûì
òåõíîëîãèÿì è óïðàâëåíèþ✱ ➮ðêóòñê✱ Ðîññèÿ ✲ îç✳ Õàíõ✱ ❒îíãîëèÿ✱
✷✵✶✸✱ à òàêæå íà åæåãîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ ✏❐ÿïóíîâñêèå ÷òåíèÿ✑✱
➮ðêóòñê✱ ✷✵✶✵✲✷✵✶✸✳ Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îáñóæäàëèñü íà ñåìè✲
íàðå â ➮íòñòóòå ìàòåìàòèêè èì✳ Ñ✳❐✳ Ñîáîëåâà Ñ❰ Ð➚❮✱ ❮îâîñè✲
áèðñê✱ Ðîññèÿ❀ íà ñåìèíàðå â ➮íñòèòóòå ìàòåìàòèêè✱ ýêîíîìèêè è
èíôîðìàòèêè ➮➹Ó✱ ➮ðêóòñê✱ Ðîññèÿ✱ à òàêæå íåîäíîêðàòíî íà ñå✲
ìèíàðàõ ➮íñòèòóòà äèíàìèêè ñèñòåì è òåîðèè óïðàâëåíèÿ Ñ❰ Ð➚❮✳

Ïóáëèêàöèè è ëè÷íûé âêëàä àâòîðà✳

Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî ✶✶ ðàáîò ❬✷✽✕✸✺✱ ✺✺✱ ✺✻✱ ✶✷✶❪✱
â òîì ÷èñëå ✺ ñòàòåé ❬✷✽✱ ✸✶✱ ✺✺✱ ✺✻✱ ✶✷✶❪ â æóðíàëàõ✱ ðåêîìåíäîâàí✲
íûõ ➶➚✃ ÐÔ✳ ➷óðíàëû✱ â êîòîðûõ îïóáëèêîâàíû ðàáîòû ❬✺✻✱ ✶✷✶❪✱
ðåôåðèðóþòñÿ â ìåæäóíàðîäíîé áàçå öèòèðîâàíèÿ ❙❈❖P❯❙✳ ➶ ñîâ✲
ìåñòíûõ ñòàòüÿõ ❬✺✺✱ ✺✻✱ ✶✷✶❪ íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ ➚✳➚✳ Ùåãëî✲
âîé ïðèíàäëåæàò ïîñòàíîâêè çàäà÷ è èäåè íåêîòîðûõ äîêàçàòåëüñòâ✳



✷✵ ➶âåäåíèå

➶ äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòû íàó÷íîãî ðóêîâîäèòåëÿ✱ êàñàþùèåñÿ
ðàçðåøèìîñòè è ïîñòðîåíèÿ ýêâèâàëåíòíûõ ñòðóêòóðíûõ ôîðì✱ ïðè✲
âåäåíû â ïåðâîì è âòîðîì ðàçäåëàõ ïåðâîé ãëàâû ñ ñîîòâåòñòâóþùè✲
ìè ññûëêàìè✳ ➶ñå ðåçóëüòàòû✱ ïðåäñòàâëåííûå âî âòîðîé è òðåòüåé
ãëàâàõ à òàêæå â òðåòüåì ðàçäåëå ïåðâîé ãëàâû✱ ïðèíàäëåæàò àâòî✲
ðó äèññåðòàöèè✳

➶ñå ðåçóëüòàòû✱ âûíîñèìûå íà çàùèòó✱ ïîëó÷åíû àâòîðîì ñàìî✲
ñòîÿòåëüíî✳



➹ëàâà ✶

Ýêâèâàëåíòíàÿ ñòðóêòóðíàÿ ôîðìà

✶✳✶ Ýêâèâàëåíòíàÿ ôîðìà äëÿ ëèíåéíûõ ➘➚Ó

Ðàññìîòðèì ➘➚Ó

A(t)x′(t) + B(t)x(t) + U(t)u(t) = 0, t ∈ I = [0,+∞), (1.1.1)

y(t) = C(t)x(t), (1.1.2)

ãäå A(t), B(t) ✖ çàäàííûå (n×n)✲ìàòðèöû✱ U(t) è C(t) ✖ çàäàííûå
ìàòðèöû ðàçìåðîâ n × l è m × n ñîîòâåòñòâåííî✱ u(t) ✖ l✲ìåðíàÿ
âåêòîð✲ôóíêöèÿ óïðàâëåíèÿ✱ y(t) ✖ m✲ìåðíûé íàáëþäàåìûé âû✲
õîä✱ x(t) ✖ èñêîìàÿ n✲ìåðíàÿ âåêòîð✲ôóíêöèÿ✳ Ïðåäïîëàãàåòñÿ✱ ÷òî
detA(t) ≡ 0 íà I ✳

➶ ýòîì ðàçäåëå ïðèâåäåíû âñïîìîãàòåëüíûå ñâåäåíèÿ✱ êàñàþùè✲
åñÿ ïîñòðîåíèÿ è ñâîéñòâ ýêâèâàëåíòíîé ôîðìû äëÿ ñèñòåì ✭✶✳✶✳✶✮✳
➶ ïîñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ ýòà ñòðóêòóðíàÿ ôîðìà èñïîëüçóåòñÿ ïðè
ïîëó÷åíèè îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ✳

Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ìàòðè÷íûì êîýôôèöèåíòàì ➘➚Ó ✭✶✳✶✳✶✮
ñëåäóþùèå îáúåêòû✿ (nr × nr)✲ìàòðèöó

Dr,z(t) =











C1
1A(t) O . . . O

C1
2A

′(t) + C2
2B(t) C2

2A(t) . . . O
✳✳✳

✳✳✳
✳ ✳ ✳

✳✳✳

C1
r
A(r−1)(t) + C2

r
B(r−2)(t) C2

r
A(r−2) + C3

r
B(r−3)(t) . . . Cr

r
A(t)











,

✷✶



✷✷ ➹ëàâà ✶✳ Ýêâèâàëåíòíàÿ ñòðóêòóðíàÿ ôîðìà

à òàêæå ìàòðèöû

Dr,y(t) =











C0
0A(t) O





C0
1A

′(t) + C1
0B(t)

✳✳✳
C0

rA
(r)(t) + C1

rB
(r−1)(t)



 Dr,z(t)











,

Dr,x(t) =





















B(t)
B′(t)
✳✳✳

B(r)(t)











Dr,y(t)











,

èìåþùèå ñîîòâåòñòâåííî ðàçìåðû n(r+1)×n(r+1) è n(r+1)×n(r+

2)✳ ➬äåñü è äàëåå Cj
i =

i!

j!(i− j)!
✖ áèíîìèàëüíûå êîýôôèöèåíòû✳

Ïðåäïîëîæèì✱ ÷òî ýëåìåíòû ìàòðèö A(t), B(t), U(t)− äîñòàòî÷✲
íîå ÷èñëî ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå íà ■ ôóíêöèè✳ ✃ðîìå
òîãî✱ äîïóñòèì✱ ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî r : 0 ≤ r ≤ n âûïîëíÿåòñÿ óñëî✲
âèå rankDr,z(t) = ρ = const ∀t ∈ I, è â ìàòðèöå Dr,x(t) èìååòñÿ
íåîñîáåííûé ∀t ∈ I ìèíîð n(r+1)✲îãî ïîðÿäêà✱ âêëþ÷àþùèé â ñåáÿ
ρ ñòîëáöîâ ìàòðèöû Dr,z(t) è n ïåðâûõ ñòîëáöîâ ìàòðèöû Dr,y(t)✳
❰áîçíà÷èì d = nr − ρ✳

❰ïðåäåëåíèå ✶✳✶✳ ❮åîñîáåííûé ∀t ∈ I ìèíîð ïîðÿäêà n(r + 1)
ìàòðèöû Dr,x(t)✱ âêëþ÷àþùèé â ñåáÿ ρ ñòîëáöîâ ìàòðèöû Dr,z(t) è
n ïåðâûõ ñòîëáöîâ ìàòðèöû Dr,y(t)✱ áóäåì íàçûâàòü ðàçðåøàþùèì
ìèíîðîì✳

➘îïóñòèì✱ ÷òî èçâåñòíî✱ êàêèå èìåííî ñòîëáöû ìàòðèöû Dr,x(t)
âõîäÿò â ðàçðåøàþùèé ìèíîð✳ ➶û÷åðêíåì n− d ñòîëáöîâ ìàòðèöû

B̄(t) = colon
(

B(t), B′(t), . . . , B(r)(t)
)

✶ =

=
(

B(t)⊤ (B′(t))⊤ . . . (Br(t))⊤
)⊤ ✷,

✶colon (c1, c2, . . . , cn) =
(

c⊤1 c⊤2 . . . c⊤
n

)⊤

✳
✷ñèìâîë ⊤ îçíà÷àåò îïåðàöèþ òðàíñïîíèðîâàíèÿ✳



✶✳✶✳ Ýêâèâàëåíòíàÿ ôîðìà äëÿ ëèíåéíûõ ➘➚Ó ✷✸

êîòîðûå íå âõîäÿò â óïîìÿíóòûé ìèíîð✳ Ïîñëå ñîîòâåòñòâóþùåé
ïåðåñòàíîâêè ñòîëáöîâ èç Dr,x(t) ïîëó÷èì ìàòðèöó

Λr(t) = Dr,x(t)diag

(

Q−1
1

(

O

Ed

)

, Q−1
1 , . . . , Q−1

1

)

. (1.1.3)

➬àïèñü diag(A1, A2, . . . , As) îáîçíà÷àåò êâàçèäèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó✱
íà ãëàâíîé äèàãîíàëè êîòîðîé ðàñïîëîæåíû áëîêè✱ ïåðå÷èñëåííûå
â ñêîáêàõ✱ îñòàëüíûå ýëåìåíòû ✖ íóëåâûå✱ Ed ✖ åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà
ïîðÿäêà d✱ Q1 ✖ (n× n)✲ìàòðèöà ïåðåñòàíîâîê✳✸

❒àòðèöà Q−1
1 ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì✳ ❰áîçíà÷èì i1, i2, . . .

. . . , id è id+1, id+2, . . . , in íîìåðà ñòîëáöîâ ìàòðèöû B̄(t), êîòîðûå
ñîîòâåòñòâåííî âõîäÿò è íå âõîäÿò â ðàçðåøàþùèé ìèíîð✳ ➪óäó÷è
óìíîæåííîé íà B̄(t) ñëåâà✱ ìàòðèöà Q−1

1 ïåðåñòàâëÿåò â ìàòðèöå
B̄(t) êàæäûé (id+k)✲ûé ñòîëáåö (k = 1, n− d) íà k✲îå ìåñòî✱ à êàæ✲
äûé (ij)✲ûé ñòîëáåö (j = 1, d) íà ìåñòî ñ íîìåðîì n−d+j✳ ❒àòðèöà
Q−1

1 îáðàòèìà è ñîñòîèò èç íóëåé è n åäèíèö✱ ïðè÷åì åäèíèöå ðàâíû
ýëåìåíòû ñ èíäåêñàìè (id+k, k) è (ij, n− d+ j)✳

❐åììà ✶✳✶✳ Ïóñòü✿
✶✮ A(t), B(t) ∈ C

r(I)❀
✷✮ rankDr,z(t) = ρ = const ∀t ∈ I❀
✸✮ â ìàòðèöå Dr,x(t) èìååòñÿ ðàçðåøàþùèé ìèíîð✳

Òîãäà ñóùåñòâóåò îïåðàòîð

R = R0(t) +R1(t)
d

dt
+ . . .+Rr(t)

(

d

dt

)r

(1.1.4)

ñ íåïðåðûâíûìè íà I êîýôôèöèåíòàìè Rj(t) (j = 0, r)✱ îáëà✲
äàþùèé ñâîéñòâîì✿ äëÿ ëþáîé n✲ìåðíîé âåêòîð✲ôóíêöèè ξ(t) ∈

C
r+1(I)

R[A(t)ξ′(t)+B(t)ξ(t)] =

(

O O

En−d O

)

Q1ξ
′(t)+

(

J2(t) Ed

J1(t) O

)

Q1ξ(t).

(1.1.5)
✸❰ ìàòðèöàõ ïåðåñòàíîâîê ñòðîê è ñòîëáöîâ ñì✳ â êíèãå ❬✶✶✱ ❝✳ ✶✷✼✱ ✶✷✽❪✳



✷✹ ➹ëàâà ✶✳ Ýêâèâàëåíòíàÿ ñòðóêòóðíàÿ ôîðìà

Ïðè ýòîì ìàòðèöû Rj(t) â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàçðåøàþùèì ìè✲
íîðîì îïðåäåëÿþòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïî ôîðìóëå

(R0(t) R1(t) . . . Rr(t)) = (En O . . . O)Λ⊤
r (t)

(

Λr(t)Λ
⊤
r (t)

)−1
.

(1.1.6)

➘ðóãèìè ñëîâàìè✱ åñëè U(t), u(t) ∈ C
r(I)✱ òî äåéñòâèå îïåðàòîðà

R ïðåîáðàçóåò ñèñòåìó ✭✶✳✶✳✶✮ ê âèäó

x′1(t) + J1(t)x1(t) +
r
∑

j=0

Lj(t)u
(j)(t) = 0, (1.1.7)

x2(t) + J2(t)x1(t) +
r
∑

j=0

Gj(t)u
(j)(t) = 0, (1.1.8)

ãäå
(

x1(t)
x2(t)

)

= Q1x(t), (1.1.9)

âåêòîð✲ôóíêöèè x1(t) è x2(t) èìåþò ðàçìåðíîñòè n− d è d ñîîòâåò✲
ñòâåííî❀
(

L0(t) L1(t) . . . Lr(t)
G0(t) G1(t) . . . Gr(t)

)

= (R0(t) R1(t) . . . Rr(t))Ur(t),

(1.1.10)

Ur(t) =











C0
0U(t) O . . . O

C0
1U

′(t) C1
1U(t) . . . O

✳✳✳
✳✳✳ ✳ ✳ ✳ ✳✳✳

C0
rU

(r)(t) C1
rU

(r−1)(t) . . . Cr
rU(t)











, (1.1.11)

(

J2(t) Ed

J1(t) O

)

= (R0(t) R1(t) . . . Rr(t))×

×colon
(

B(t), B′(t), . . . , B(r)(t)
)

Q−1
1 . (1.1.12)



✶✳✶✳ Ýêâèâàëåíòíàÿ ôîðìà äëÿ ëèíåéíûõ ➘➚Ó ✷✺

❰ïðåäåëåíèå ✶✳✷✳ Ðåøåíèåì ñèñòåìû ✭✶✳✶✳✶✮ íàçûâàåòñÿ n✲ìåðíàÿ
âåêòîð✲ôóíêöèÿ x(t) ∈ C

1(I)✱ îáðàùàþùàÿ ïðè ïîäñòàíîâêå óðàâ✲
íåíèå ✭✶✳✶✳✶✮ â òîæäåñòâî íà I ✳

Òåîðåìà ✶✳✶✳ Ïóñòü✿
✶✮ A(t), B(t), U(t), u(t) ∈ C

2r+1(I)❀
✷✮ rankDr,z(t) = ρ = const ∀t ∈ I❀
✸✮ â ìàòðèöå Dr,x(t) èìååòñÿ ðàçðåøàþùèé ìèíîð❀
✹✮ rankDr+1,y(t) = rankDr,y(t) + n ∀t ∈ I.

Òîãäà ëþáîå ðåøåíèå ñèñòåìû ✭✶✳✶✳✶✮ áóäåò ðåøåíèåì ñèñòåìû
✭✶✳✶✳✼✮✱ ✭✶✳✶✳✽✮ è íàîáîðîò✳

❰ïðåäåëåíèå ✶✳✸✳ Ñèñòåìó ✭✶✳✶✳✼✮✱ ✭✶✳✶✳✽✮ áóäåì íàçûâàòü ýêâè✲
âàëåíòíîé ôîðìîé äëÿ ➘➚Ó ✭✶✳✶✳✶✮✳

➬àäàäèì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

x(t0) = x0. (1.1.13)

Òåîðåìà ✶✳✶ ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèí✲
ñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è ✭✶✳✶✳✶✮✱ ✭✶✳✶✳✶✸✮✳

Ñëåäñòâèå ✶✳✶✳ Ïóñòü âûïîëíåíû âñå ïðåäïîëîæåíèÿ òåîðåìû
✶✳✶✳ ➘ëÿ òîãî ÷òîáû çàäà÷à ✭✶✳✶✳✶✮✱ ✭✶✳✶✳✶✸✮ èìåëà ðåøåíèå✱ íåîá✲
õîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâà

x2,0 + J2(t0)x1,0 +
r
∑

j=0

Gj(t0)u
(j)(t0) = 0, (1.1.14)

ãäå

(

x1,0
x2,0

)

= Q1x0✳ Ïðè ýòîì✱ åñëè ðåøåíèå çàäà÷è ✭✶✳✶✳✶✮✱ ✭✶✳✶✳✶✸✮

ñóùåñòâóåò✱ òî îíî åäèíñòâåííî✳
❰ïðåäåëåíèå ✶✳✹✳ ❮à÷àëüíûå äàííûå ✭✶✳✶✳✶✸✮✱ óäîâëåòâîðÿþ✲

ùèå óñëîâèþ ✭✶✳✶✳✶✹✮✱ áóäåì íàçûâàòü ñîãëàñîâàííûìè ñ ñèñòåìîé
✭✶✳✶✳✶✮✳

➶ ñëåäóþùåé ëåììå óòâåðæäàåòñÿ✱ ÷òî îïåðàòîð R âèäà ✭✶✳✶✳✹✮
èìååò ëåâûé îáðàòíûé îïåðàòîð✳



✷✻ ➹ëàâà ✶✳ Ýêâèâàëåíòíàÿ ñòðóêòóðíàÿ ôîðìà

❐åììà ✶✳✷✳ Ïóñòü✿
✶✮ A(t), B(t), U(t), u(t) ∈ C

r+1(I)❀
✷✮ âûïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèÿ ✷✮✕✹✮ òåîðåìû ✶✳✶✳

Òîãäà ñóùåñòâóåò îïåðàòîð M =M0(t) +M1(t)
d

dt
òàêîé✱ ÷òî

M[R0(t)δ(t) +R1(t)δ
′(t) + . . .+Rr(t)δ

(r)(t)] = δ(t) ∀δ(t) ∈ C
r+1(I),
(1.1.15)

ãäå M0(t),M1(t) ∈ C
1(I) ✖ (n× n)✲ìàòðèöû✳

❰áîçíà÷èì ÷åðåç Λr−1(t) ìàòðèöó✱ ïîëó÷åííóþ èç Λr(t) ✭ñì✳ ✭✶✳✶✳✹✮✮
âû÷åðêèâàíèåì ïîñëåäíèõ n ñòðîê✿

Λr−1(t) = (Enr O)Λr(t),

à ÷åðåç Θr−1(t) ✖ ìàòðèöó✱ ïîëó÷åííóþ èç Λr−1(t) âû÷åðêèâàíèåì
ïåðâûõ n ñòîëáöîâ✿

Θr−1(t) = Λr−1(t)

(

O
Enr+d

)

.

➶ óñëîâèÿõ ëåììû ✶✳✶ ïðè äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ïî✲
ðÿäîê îïåðàòîðà ✭✶✳✶✳✹✮ ìîæåò áûòü íà åäèíèöó ìåíüøå✳

Òåîðåìà ✶✳✷✳ Ïóñòü✿
✶✮ A(t), B(t), U(t), u(t) ∈ C

2r(I)❀
✷✮ rankDr,z(t) = ρ = const ∀t ∈ I❀
✸✮ â ìàòðèöå Dr,x(t) èìååòñÿ ðàçðåøàþùèé ìèíîð❀
✹✮ rankΘr−1(t) = n(r − 1) ∀t ∈ I✳

Òîãäà ñóùåñòâóåò îïåðàòîð

R = R0(t) +R1(t)
d

dt
+ . . .+Rr−1(t)

(

d

dt

)r−1

(1.1.16)

ñ íåïðåðûâíûìè íà I êîýôôèöèåíòàìè Rj(t) (j = 0, r − 1)✱ îá✲
ëàäàþùèé ñâîéñòâîì✿ äëÿ ëþáîé n✲ìåðíîé âåêòîð✲ôóíêöèè ξ(t) ∈



✶✳✷✳ Ýêâèâàëåíòíàÿ ôîðìà äëÿ íåëèíåéíûõ ➘➚Ó ✷✼

C
r(I)

R[A(t)ξ′(t)+B(t)ξ(t)] =

(

O O
En−d O

)

Q1ξ
′(t)+

(

J2(t) Ed

J1(t) O

)

Q1ξ(t).

Ïðè ýòîì ìàòðèöû Rj(t) â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàçðåøàþùèì ìè✲
íîðîì îïðåäåëÿþòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïî ôîðìóëå

(R0(t) R1(t) . . . Rr−1(t)) = (En O . . . O)×

×Λ⊤
r−1(t)

(

Λr−1(t)Λ
⊤
r−1(t)

)−1
. (1.1.17)

✃ðîìå òîãî✱ ñóùåñòâóåò îïåðàòîð

M =M0(t) +M1(t)
d

dt
(1.1.18)

òàêîé✱ ÷òî

M[R0(t)δ(t)+R1(t)δ
′(t)+. . .+Rr−1(t)δ

(r−1)(t)] = δ(t) ∀δ(t) ∈ C
r(I),

ãäå M0(t),M1(t) ∈ C
1(I) ✖ (n× n)✲ìàòðèöû✳

➶ñå ðåçóëüòàòû ýòîãî ðàçäåëà ïîëó÷åíû â ðàáîòå ❬✺✾❪✳

✶✳✷ Ýêâèâàëåíòíàÿ ôîðìà äëÿ íåëèíåéíûõ ➘➚Ó

Ðàññìîòðèì ➘➚Ó

F (t, x(t), x′(t), u(t)) = 0, t ∈ I = (a0 − ε, a0 + ε), (1.2.1)

ãäå n✲ìåðíàÿ âåêòîð✲ôóíêöèÿ F (t, x, y, u) îïðåäåëåíà â îáëàñòè

D = {(t, x, y, u) : t ∈ I; ‖x‖, ‖y‖, ‖u‖ < K0} ⊂ R
2n+l+1;

x(t) ✖ èñêîìàÿ n✲ìåðíàÿ âåêòîð✲ôóíêöèÿ❀ u(t) ✖ l✲ìåðíàÿ ôóíê✲
öèÿ óïðàâëåíèÿ❀ K0, ε ✖ ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû✳ ➬äåñü è äà✲
ëåå èñïîëüçîâàíû îáîçíà÷åíèÿ✿ ‖ ∗ ‖ ✖ îäíà èç íîðì â åâêëèäîâîì



✷✽ ➹ëàâà ✶✳ Ýêâèâàëåíòíàÿ ñòðóêòóðíàÿ ôîðìà

ïðîñòðàíñòâå❀ φ′(t) =
d

dt
φ(t), φ(i)(t) =

(

d

dt

)i

φ(t) ∀φ(t) ∈ C
i(I).

Ïðåäïîëàãàåòñÿ✱ ÷òî F (t, x, y, u) èìååò â D äîñòàòî÷íîå ÷èñëî íåïðå✲
ðûâíûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïî êàæäîìó èç ñâîèõ àðãóìåíòîâ è

det
∂F (t, x, y, u)

∂y
≡ 0 â D✳ ➚íàëèç ïðîâîäèòñÿ ïðè äîïóùåíèè✱ ÷òî

ôóíêöèÿ F îáëàäàåò ñâîéñòâîì

F (t, 0, 0, 0) = 0 ∀t ∈ I. (1.2.2)

❰ïðåäåëåíèå ✶✳✺ Ñèñòåìà êîíå÷íûõ óðàâíåíèé

Fr(t, x, y, z1, . . . , zr, u, v1, . . . , vr) =

=









F (t, x, y, u)
F1(t, x, y, z1, u, v1)

. . .
Fr(t, x, y, z1, . . . , zr, u, v1, . . . , vr)









= 0, (1.2.3)

â êîòîðîé x, y, zj ∈ R
n❀ u, vj ∈ R

l✱ à ôóíêöèè Fj(t, x, y, z1, . . . . . . zj,
u, v1, . . . , vj) (j = 1, r) îáëàäàþò ñâîéñòâîì✿ äëÿ ëþáûõ äâóõ âåêòîð✕
ôóíêöèé φ(t) ∈ C

j+1(I), ψ(t) ∈ C
j(I) ✭n è l✲ìåðíîé ñîîòâåòñòâåííî✮

òàêèõ✱ ÷òî (t, φ(t), φ′(t), ψ(t)) ∈ D ∀t ∈ I ✱

Fj(t, φ(t), φ
′(t), φ′′(t), . . . , φ(j+1)(t), ψ(t), . . . , ψ(j)(t)) =

=

(

d

dt

)j

F (t, φ(t), φ′(t), ψ(t)),

íàçûâàåòñÿ r✲ïðîäîëæåííîé ñèñòåìîé ïî îòíîøåíèþ ê ➘➚Ó ✭✶✳✷✳✶✮✳
Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ôóíêöèè F (t, x, y, u) ñëåäóþùèå ìàòðè✲

öû ðàçìåðîâ n(r + 1)× nr, n(r + 1)× n(r + 1) è n(r + 1)× n(r + 2)
ñîîòâåòñòâåííî✿

Γr,z = Γr,z(t, x, y, z1, . . . , zr, u, v1, . . . , vr) = (∂ Fr/∂z1 . . . ∂ Fr/∂zr) ,

Γr,y = (∂ Fr/∂y Γr,z) , Γr,x = (∂ Fr/∂x Γr,y) . (1.2.4)



✶✳✷✳ Ýêâèâàëåíòíàÿ ôîðìà äëÿ íåëèíåéíûõ ➘➚Ó ✷✾

➶ ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäïîëîæåíèåì ✭✶✳✷✳✷✮ òî÷êà t = a0, x = y =
zj = 0, u = vj = 0 (j = 1, r) óäîâëåòâîðÿåò ïðîäîëæåííîé ñèñòåìå
✭✶✳✷✳✸✮✳ ❰áîçíà÷èì ýòó òî÷êó αr = (a0, 0, . . . , 0) .

Òîãäà Fr(αr) = 0. ➴ñëè ïðè ýòîì rank Γr,x(αr) = n(r + 1), òî
äëÿ ñèñòåìû ✭✶✳✷✳✸✮ âûïîëíÿþòñÿ âñå óñëîâèÿ òåîðåìû î íåÿâíîé
ôóíêöèè ❬✺✹✱ ❝✳ ✻✻❪✱ ñîãëàñíî êîòîðîé èç ✭✶✳✷✳✸✮ ìîæíî âûðàçèòü n(r+
1) êîìïîíåíò âåêòîðà colon (x, y, z1, . . . , zr) ✭îáîçíà÷èì èõ áóêâîé ξ✮
êàê ôóíêöèè ïåðåìåííûõ t, u, v1, . . . , vr è îñòàëüíûõ n êîìïîíåíò
ýòîãî âåêòîðà ✭áóäåì îáîçíà÷àòü èõ η✮✿

ξ = ξ(t, η, u, v1, . . . , vr), (t, η, u, v1, . . . , vr) ∈ W , (1.2.5)

ãäå W = I0×W̃ ❀ I0 = (a0−ε0, a0+ε0) ⊆ I ✱ 0 < ε0 ≤ ε❀ W̃ ⊂ R
n+l(r+1)

✖ îêðåñòíîñòü òî÷êè η = 0, u = v1 = . . . = vr = 0❀

colon (ξ, η) = Q colon (x, y, z1, . . . , zr) ,

ξ ∈ R
n(r+1), η ∈ R

n, Q ✕ ìàòðèöà ïåðåñòàíîâîê ñòðîê✳

Ïîñêîëüêó ìàòðèöà Γr,x èìååò ðàçìåðû n(r+1)×n(r+2)✱ òî â îá✲
ùåì ñëó÷àå íåîñîáåííûé ìèíîð ïîðÿäêà n(r + 1) ìàòðèöû Γr,x(αr)✱
â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðûì îïðåäåëÿþòñÿ ôóíêöèè ✭✶✳✷✳✺✮✱ íååäèí✲
ñòâåíåí✳ ➪óäåì èñêàòü ýòîò ìèíîð ñëåäóþùèì îáðàçîì✳ ➶ ìàòðèöå
Γr,y(αr) âûáåðåì ̺ = rankΓr,y(αr) (̺ ≤ n(r + 1)) ëèíåéíî íåçàâèñè✲
ìûõ ñòîëáöîâ✱ â ñîñòàâ êîòîðûõ äîëæíî âîéòè ìàêñèìàëüíî âîçìîæ✲
íîå ÷èñëî ïåðâûõ n ñòîëáöîâ ýòîé ìàòðèöû✳ ➘îïîëíèì ýòè ñòîëáöû
n(r+1)− ̺ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè ñòîëáöàìè âû÷èñëåííîé â òî÷êå
αr ìàòðèöû ∂ Fr /∂x✱ êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðâûå n ñòîëá✲
öîâ ìàòðèöû Γr,x(αr). Ïîëó÷åííûå n(r + 1) ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ
ñòîëáöîâ ñîñòàâÿò èñêîìûé ìèíîð✳ Ïðè ýòîì ̺ ≥ nr✳

❰ïðåäåëåíèå ✶✳✻✳ ❰ïèñàííûé âûøå íåîñîáåííûé ìèíîð ïîðÿä✲
êà n(r + 1) ìàòðèöû Γr,x(αr) íàçîâåì ðàçðåøàþùèì✳

➘àëåå ôóíêöèè ✭✶✳✷✳✺✮ áóäåì ñ÷èòàòü ñîîòâåòñòâóþùèìè ðàçðå✲
øàþùåìó ìèíîðó✳



✸✵ ➹ëàâà ✶✳ Ýêâèâàëåíòíàÿ ñòðóêòóðíàÿ ôîðìà

❰áîçíà÷èì Γ̄r,z(t, η, u, v1, . . . , vr) ìàòðèöó✱ ïîëó÷àþùóþñÿ ïðè ïîä✲
ñòàíîâêå ôóíêöèé ✭✶✳✷✳✺✮ â Γr,z(t, x, y, z1, . . . , zr, u, v1, . . . , vr)✳

Ïóñòü F (t, x, y, u) ∈ C
r+1(D)✹✳ ✃ðîìå òîãî âûïîëíåíû óñëîâèÿ✿

❆✮ Fr+1(αr+1) = 0, rank Γr,x(αr) = n(r + 1);
❇✮ rank Γ̄r,z(t, η, u, v1, . . . , vr) = ρ = const âñþäó â îáëàñòè W ❀
❈✮ ðàçðåøàþùèé ìèíîð ìàòðèöû Γr,x(αr) âêëþ÷àåò â ñåáÿ ρ ñòîëá✲
öîâ ìàòðèöû Γr,z(αr) è n ïåðâûõ ñòîëáöîâ ìàòðèöû Γr,y(αr)✳

❰ïðåäåëåíèå ✶✳✼✳ ❮àèìåíüøåå öåëîå r✱ ïðè êîòîðîì âûïîëíåíû
óñëîâèÿ ❆✮✱ ❇✮✱ ❈✮ áóäåì íàçûâàòü èíäåêñîì ➘➚Ó ✭✶✳✷✳✶✮✳

❰ïðåäåëåíèå ✶✳✽✳ ➶åêòîð✲ôóíêöèþ u(t) : I → R
l áóäåì íàçû✲

âàòü äîïóñòèìûì óïðàâëåíèåì äëÿ ➘➚Ó ✭✶✳✷✳✶✮✱ åñëè u(t) ∈ C
r(I)

è ∀t ∈ I colon (u(t), u′(t), . . . , u(r)(t)) ∈ U ✱ ãäå U ✖ íåêîòîðàÿ îêðåñò✲
íîñòü íóëÿ â ïðîñòðàíñòâå Rl(r+1)✳

❰ïðåäåëåíèå ✶✳✾✳ Ïóñòü u∗(t) ✖ äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå äëÿ
➘➚Ó ✭✶✳✷✳✶✮✳ Ðåøåíèåì ñèñòåìû F (t, x(t), x′(t), u∗(t)) = 0, t ∈ I,

íàçûâàåòñÿ n✲ìåðíàÿ âåêòîð✲ôóíêöèÿ x∗(t) ∈ C
1(I)✱ îáðàùàþùàÿ

ýòî óðàâíåíèå â òîæäåñòâî íà I ïðè ïîäñòàíîâêå✳

❐åììà ✶✳✸✳ Ïóñòü✿
✶✮ F (t, x, y, u) ∈ C

r+1(D)❀
✷✮ Fr(αr) = 0, rank Γr,x(αr) = n(r + 1);
✸✮ âûïîëíåíû óñëîâèÿ ❇✮✱ ❈✮✳

Òîãäà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè αr ñèñòåìà ✭✶✳✷✳✸✮ ýêâè✲
âàëåíòíà ñèñòåìå

y − f(t, x1, u, v1, . . . , vr) = 0,

x2 − f0(t, x1, u, v1, . . . , vr) = 0,

Z1 − φ(t, x1, Z2, u, v1, . . . , vr),

ãäå ôóíêöèè f, f0, φ îïðåäåëåíû è èìåþò â îáëàñòè W íåïðåðûâíûå

✹➬àïèñü F (t, x, y, u) ∈ C
r+1(D) îçíà÷àåò✱ ÷òî ôóíêöèÿ F èìååò â îáëàñòè D íåïðåðûâíûå

÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî êàæäîìó èç ñâîèõ àðãóìåíòîâ äî ïîðÿäêà r + 1 âêëþ÷èòåëüíî✳



✶✳✷✳ Ýêâèâàëåíòíàÿ ôîðìà äëÿ íåëèíåéíûõ ➘➚Ó ✸✶

÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî êàæäîìó èç ñâîèõ àðãóìåíòîâ❀

colon(x1(t), x2(t)) = Q1x(t), colon(Z1, Z2) = Q2





z1
✳✳✳
zr



 ;

x1 ∈ R
n−d, x2 ∈ R

d❀ Q1, Q2 ✲ ìàòðèöû ïåðåñòàíîâîê ñòðîê✳
➮ç ëåììû ✶✳✸ ñëåäóåò✱ ÷òî ➘➚Ó ✭✶✳✷✳✶✮ áóäåò ýêâèâàëåíòíà â ñìûñ✲

ëå ðåøåíèé ñèñòåìå

x′1(t) = f1(t, x1(t), u(t), u
′(t), . . . , u(r)(t)), (1.2.6)

x2(t) = f0(t, x1(t), u(t), u
′(t), . . . , u(r)(t)), t ∈ I0, (1.2.7)

ãäå ôóíêöèÿ f1 îïðåäåëÿåòñÿ êàê ÷àñòü êîìïîíåíò ôóíêöèè f

f1 =
(

En−d O
)

Q1f(t, x1(t), u(t), v1, . . . , vr).

➬àôèêñèðóåì òî÷êó t0 ∈ I0 è çàäàäèì äëÿ ➘➚Ó ✭✶✳✷✳✻✮✱ ✭✶✳✷✳✼✮
íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

x1(t0) = x1,0, x2(t0) = x2,0. (1.2.8)

Ïðåäïîëîæèì✱ ÷òî ñóùåñòâóþò âåêòîðû u0, v1,0, . . . , vr,0 ∈ R
l òà✲

êèå✱ ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

x2,0 = f0(t0, x1,0, u0, v1,0, . . . , vr,0). (1.2.9)

Òîãäà óïðàâëåíèå u∗(t)✱ óäîâëåòâîðÿþùåå îãðàíè÷åíèÿì

u(t0) = u0, u
(j)(t0) = vj,0, j = 1, r, (1.2.10)

ìîæíî✱ â ÷àñòíîñòè✱ èñêàòü â âèäå u∗(t) =
r
∑

i=0

bi(t− t0)
i. ❐åãêî ïðî✲

âåðèòü✱ ÷òî êîýôôèöèåíòû bi ∈ R
l íàéäóòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì✿

b0 = u0, bj =
1

j!
vj,0. ❰÷åâèäíî✱ ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê íóëþ

çíà÷åíèÿõ u0, vj,0 ýòî óïðàâëåíèå áóäåò äîïóñòèìûì✳



✸✷ ➹ëàâà ✶✳ Ýêâèâàëåíòíàÿ ñòðóêòóðíàÿ ôîðìà

➴ñëè çàäà÷à ✭✶✳✷✳✻✮✕✭✶✳✷✳✽✮ èìååò íà I0 ðåøåíèå x∗(t)✱ ñîîòâåò✲
ñòâóþùåå äîïóñòèìîìó óïðàâëåíèþ u∗(t)✱ òî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ
âêëþ÷åíèå

(x∗(t), x
′
∗(t), u∗(t)) ∈ V ∀t ∈ I0, (1.2.11)

ãäå V ⊂ R
2n+l ✖ íåêîòîðàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè x = 0, y = 0, u = 0✳

➘ëÿ îáåñïå÷åíèÿ ýòîãî óñëîâèÿ âåêòîðû x1,0, x2,0, u0, vj,0 (j = 1, r) â
✭✶✳✷✳✽✮✱ ✭✶✳✷✳✶✵✮ äîëæíû áûòü ïî íîðìå äîñòàòî÷íî áëèçêè ê íóëþ✳

Òåîðåìà✱ ñôîìóëèðîâàííàÿ íèæå✱ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äîñòàòî÷✲
íûé êðèòåðèé ëîêàëüíîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è ✃îøè ✭✶✳✶✳✶✸✮ äëÿ
➘➚Ó ✭✶✳✷✳✶✮ ❬✻✵❪✳

Òåîðåìà ✶✳✸✳ Ïóñòü✿
✶✮ F (t, x, y, u) ∈ C

r+2(D)❀
✷✮ âûïîëíåíû óñëîâèÿ ❆✮✱ ❇✮✱ ❈✮❀
✸✮ rank Γr+1,y(αr+1) = rankΓr,y(αr) + n.

Òîãäà ∀t0 ∈ I0 íàéäóòñÿ δ > 0 è τ = τ(t0) > 0 òàêèå✱ ÷òî äëÿ
ëþáûõ âåêòîðîâ x0 ∈ R

n✱ u0, vj,0 ∈ R
l (j = 1, r✮✱ óäîâëåòâîðÿþ✲

ùèõ ñâÿçè ✭✶✳✷✳✾✮ è òàêèõ✱ ÷òî ‖x0‖, ‖u0‖, ‖vj,0‖ < δ✱ íà èíòåðâàëå
Iτ = (t0 − τ, t0 + τ) ⊆ I0 îïðåäåëåíî ðåøåíèå x∗(t) ∈ C

2(Iτ) çàäà✲
÷è ✭✶✳✷✳✻✮✱ ✭✶✳✷✳✼✮✱ ✭✶✳✶✳✶✸✮✱ ãäå x0 = Q−1

1 colon (x1,0, x2,0)✳ Ïðè ýòîì
x∗(t) ÿâëÿåòñÿ íà Iτ ðåøåíèåì çàäà÷è ✭✶✳✷✳✶✮✱ ✭✶✳✶✳✶✸✮✳ ➶ ✭✶✳✷✳✻✮✱
✭✶✳✷✳✼✮ è ✭✶✳✷✳✶✮ u(t) ∈ C

r(Iτ) ✖ äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå✱ óäîâëå✲
òâîðÿþùåå îãðàíè÷åíèÿì ✭✶✳✷✳✶✵✮✳

Ñëåäñòâèå ✶✳✷✳ Ïóñòü âûïîëíåíû âñå ïðåäïîëîæåíèÿ òåîðå✲
ìû ✶✳✸✳ ➘ëÿ òîãî ÷òîáû çàäà÷à ✭✶✳✷✳✶✮✱ ✭✶✳✶✳✶✸✮ áûëà ðàçðåøèìà
â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè t0 íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âû✲
ïîëíåíèÿ ðàâåíñòâà

x2(t0) = f0

(

t, x1(t0), u(t0), u
′(t0), . . . , u

(r)(t0)
)

, (1.2.12)

ãäå u(t) ✖ äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå✱ òàêîå✱ ÷òî
(

u′(t), . . . , u(r+1)(t)
)

∈

Vr+1 ∀t ∈ I❀

(

x1,0
x2,0

)

= Q1x0✳ Ïðè ýòîì✱ åñëè ðåøåíèå çàäà÷è



✶✳✷✳ Ýêâèâàëåíòíàÿ ôîðìà äëÿ íåëèíåéíûõ ➘➚Ó ✸✸

✭✶✳✷✳✶✮✱ ✭✶✳✶✳✶✸✮ ñóùåñòâóåò✱ òî îíî åäèíñòâåííî✳
Ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäñòâèÿ íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç òåîðåìû

✶✳✸✳ ➘àëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü✱ ÷òî íà÷àëüíûå äàííûå ✭✶✳✶✳✶✸✮ ÿâëÿ✲
þòñÿ ñîãëàñîâàííûìè✱ ò✳å✳ óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ ✭✶✳✷✳✶✷✮✳

❰ïðåäåëåíèå ✶✳✶✵✳ ➘➚Ó ✭✶✳✷✳✻✮✱ ✭✶✳✷✳✼✮ áóäåì íàçûâàòü ýêâèâà✲
ëåíòíîé ôîðìîé äëÿ ñèñòåìû ✭✶✳✷✳✶✮ â îêðåñòíîñòè A òî÷êè αr✳

Ïóñòü ➘➚Ó ✭✶✳✷✳✶✮ îáëàäàåò ñâîéñòâîì ✭✶✳✷✳✷✮✳ ❰ïðåäåëèì ìàòðè✲
öû

A(t) =
∂F (t, x, y, u)

∂y
(t, 0, 0, 0), B(t) =

∂F (t, x, y, u)

∂x
(t, 0, 0, 0),

U(t) =
∂F (t, x, y, u)

∂u
(t, 0, 0, 0).

Òîãäà ñèñòåìà ✭✶✳✶✳✶✮ áóäåò ñèñòåìîé ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ ñè✲
ñòåìû ✭✶✳✷✳✶✮✳ Ñâîéñòâî ✭✶✳✷✳✷✮ òàêæå ãàðàíòèðóåò✱ ÷òî â ñèñòåìå
✭✶✳✷✳✻✮✱ ✭✶✳✷✳✼✮

f1(t, 0, . . . , 0) = 0, f0(t, 0, . . . , 0) = 0 ∀t ∈ I0.

Ïîñòðîèì äëÿ ➘➚Ó ✭✶✳✷✳✻✮✱ ✭✶✳✷✳✼✮ ñèñòåìó ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ✳

x′1(t) = J̃1(t)x1(t) +
r
∑

j=0

L̃j(t)u
(j)(t),

x2(t) = J̃2(t)x1(t) +
r
∑

j=0

G̃j(t)u
(j)(t), t ∈ I0, (1.2.13)

ãäå J̃1(t) = −
∂f1
∂x1

(t, 0, . . . , 0), J̃2(t) = −
∂f0
∂x1

(t, 0, . . . , 0),

L̃0(t) = −
∂f1
∂u

(t, 0, . . . , 0), L̃j(t) = −
∂f1
∂vj

(t, 0, . . . , 0),

G̃0(t) = −
∂f0
∂u

(t, 0, . . . , 0), G̃j(t) = −
∂f0
∂vj

(t, 0, . . . , 0), j = 1, r.



✸✹ ➹ëàâà ✶✳ Ýêâèâàëåíòíàÿ ñòðóêòóðíàÿ ôîðìà

❰êàçûâàåòñÿ✱ ÷òî ïðè íåêîòîðûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ñèñòåìû ✭✶✳✶✳✼✮✱
✭✶✳✶✳✽✮ è ✭✶✳✷✳✶✸✮ áóäóò ñîâïàäàòü íà I0✳ ➘ðóãèìè ñëîâàìè✱ ÷òî îïå✲
ðàöèè ëèíåàðèçàöèè è ïåðåõîäà ê ýêâèâàëåíòíîé ôîðìå ïåðåñòàíî✲
âî÷íû✳

Òåîðåìà ✶✳✹✳ ❬✻✵❪ Ïóñòü✿
✶✮ F (t, x, y, u) ∈ C

2r+2(D)❀
✷✮ âûïîëíåíû óñëîâèÿ ❆✱ ❇✱ ❈❀
✸✮ rank Γr+1,y(αr+1) = rankΓr,y(αr) + n❀
✹✮ F (t, 0, 0, 0) = 0 ∀t ∈ I✳
Òîãäà ñèñòåìû ✭✶✳✶✳✼✮✱ ✭✶✳✶✳✽✮ è ✭✶✳✷✳✶✸✮ ñîâïàäàþò íà íåêîòîðîì
äîñòàòî÷íî ìàëîì èíòåðâàëå I0 = (a0−ε0, a0+ε0) ⊆ I, 0 < ε0 ≤ ε✳

Òåîðåìà ✶✳✹ óòâåðæäàåò✱ ÷òî óðàâíåíèÿ ✭✶✳✶✳✼✮✱ ✭✶✳✶✳✽✮ ÿâëÿþòñÿ
ñèñòåìîé ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ ➘➚Ó ✭✶✳✷✳✻✮✱ ✭✶✳✷✳✼✮✳ Ïðè ýòîì
äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñèñòåìû ✭✶✳✶✳✼✮✱ ✭✶✳✶✳✽✮ íåò íåîáõîäèìîñòè íàõîäèòü
ôóíêöèè ✭✶✳✷✳✻✮✱ ✭✶✳✷✳✼✮✳ ➘ëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü êîýôôè✲
öèåíòû îïåðàòîðà ✭✶✳✶✳✹✮ ïî ôîðìóëå ✭✶✳✶✳✻✮ è çàòåì ïîäåéñòâîâàòü
ýòèì îïåðàòîðîì íà ñèñòåìó ✭✶✳✶✳✶✮✳

✶✳✸ Ñîïðÿæåííàÿ ñèñòåìà

✶✳✸✳✶ Ýêâèâàëåíòíàÿ ôîðìà

❰ïðåäåëåíèå ✶✳✶✶✳ Ñèñòåìà ➘➚Ó

(

A⊤(t)z(t)
)′
− B⊤(t)z(t) + C⊤(t)ũ(t) = 0, t ∈ I, (1.3.1)

ỹ(t) = U⊤(t)z(t) (1.3.2)

íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæåííîé ïî îòíîøåíèþ ê ñèñòåìå ✭✶✳✶✳✶✮✱ ✭✶✳✶✳✷✮✳

❮àéäåì äëÿ ➘➚Ó ✭✶✳✸✳✶✮✱ ✭✶✳✸✳✷✮ ñîîòâåòñòâóþùóþ ýêâèâàëåíòíóþ
ôîðìó✱ ïîðîæäàåìóþ ñèñòåìîé ✭✶✳✶✳✼✮✱ ✭✶✳✶✳✽✮✳

Òåîðåìà ✶✳✺✳ Ïóñòü✿
✶✮ A(t), B(t) ∈ C

r(I)❀



✶✳✸✳ Ñîïðÿæåííàÿ ñèñòåìà ✸✺

✷✮ rankDr,z(t) = ρ = const ∀t ∈ I❀
✸✮ â ìàòðèöå Dr,x(t) èìååòñÿ ðàçðåøàþùèé ìèíîð✳

Òîãäà ñ ïîìîùüþ çàìåíû ïåðåìåííîé

z(t) = −R⊤
0 (t)z̃(t) +

d

dt
(R⊤

1 (t)z̃(t)) + . . .+ (−1)r+1

(

d

dt

)r

(R⊤
r (t)z̃(t))

(1.3.3)

è óìíîæåíèÿ ñëåâà íà ìàòðèöó

(

−En−d J⊤
2 (t)

O Ed

)

(Q−1
1 )⊤ ñèñòåìà

✭✶✳✸✳✶✮✱ ✭✶✳✸✳✷✮ ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

z′1(t)− J⊤
1 (t)z1(t) + C1(t)ũ(t) = 0, (1.3.4)

z2(t) + C2(t)ũ(t) = 0, (1.3.5)

ỹ(t) = U⊤(t)

(

r
∑

i=0

(−1)i+1

(

d

dt

)i
(

R⊤
i (t)z̃(t)

)

)

, t ∈ I, (1.3.6)

ãäå Rj(t) ∈ C
1(I) (j = 0, r) ✖ êîýôôèöèåíòû îïåðàòîðà R èç

ëåììû ✶✳✶✱ Q1 ✖ ìàòðèöà ïåðåñòàíîâîê ñòðîê èç ✭✶✳✶✳✾✮❀
(

C1(t)
C2(t)

)

=

(

−En−d J⊤
2 (t)

O Ed

)

(Q−1
1 )⊤C⊤(t), (1.3.7)

(

z1(t)
z2(t)

)

= z̃(t), âåêòîð✲ôóíêöèè z1(t) è z2(t) èìåþò ðàçìåðíî✲

ñòè n−d è d ñîîòâåòñòâåííî❀ ìàòðèöû J1(t)✱ J2(t) íàõîäÿòñÿ èç
ñîîòíîøåíèÿ ✭✶✳✶✳✶✷✮✳

➘îêàçàòåëüñòâî✳ ➮ç ëåììû ✶✳✶ ñëåäóåò✱ ÷òî äëÿ êîýôôèöèåíòîâ
ñèñòåìû ✭✶✳✶✳✶✮✱ ✭✶✳✶✳✷✮ è êîýôôèöèåíòîâ îïåðàòîðà R ñïðàâåäëèâî
òîæäåñòâî

(R0(t) R1(t) . . . Rr(t))Dr,x(t)diag
{

Q−1
1 , . . . , Q−1

1

}

=

(

J2(t) Ed O O . . . O

J1(t) O En−d O . . . O

)

,



✸✻ ➹ëàâà ✶✳ Ýêâèâàëåíòíàÿ ñòðóêòóðíàÿ ôîðìà

òðàíñïîíèðîâàâ êîòîðîå✱ ïîëó÷èì

diag
{

(Q−1
1 )⊤ . . . (Q−1

1 )⊤
}

D⊤
r,x(t) colon

(

R⊤
0 (t), R

⊤
1 (t), . . . , R

⊤
r (t)

)

=


















J⊤
2 (t) J⊤

1 (t)
Ed O
O En−d

O O
✳✳✳

✳✳✳
O O



















. (1.3.8)

➶ ➘➚Ó ✭✶✳✸✳✶✮✱ ✭✶✳✸✳✷✮ îñóùåñòâèì çàìåíó ïåðåìåííîé ✭✶✳✸✳✸✮ è
óìíîæèì óðàâíåíèå ✭✶✳✸✳✶✮ ñëåâà íà ìàòðèöó (Q−1

1 )⊤✳ Ïðè ýòîì
(

z(t)
z′(t)

)

= Kr(t) colon
(

z̃(t), z̃′(t), . . . , z̃(r+1)(t)
)

,

ãäå

Kr(t) =

(

K1,0(t) K1,1(t) . . . K1,r(t) O

K2,0(t) K2,1(t) . . . K2,r(t) K2,r+1(t)

)

,

K1,j(t) =
r
∑

i=j

(−1)i+1Cj
i (R

⊤
i (t))

(i−j), j = 0, r,

K2,j(t) =
r
∑

i=j

(−1)i+1Cj
i (R

⊤
i (t))

(i−j+1), j = 0, r + 1.

➶ ðåçóëüòàòå ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé óðàâíåíèå ✭✶✳✸✳✷✮ ïðåîáðàçóåò✲
ñÿ â ✭✶✳✸✳✻✮✱ à ñèñòåìà ✭✶✳✸✳✶✮ ïðèîáðåòåò âèä

(Q−1
1 )⊤

(

(A⊤(t))′ − B⊤(t) A⊤(t)
)

Kr(t)×

×colon
(

z̃(t), z̃′(t), . . . , z̃(r+1)(t)
)

+ (Q−1
1 )⊤C⊤(t)ũ(t) = 0. (1.3.9)

❒àòðèöó
(

(A⊤(t))′ − B⊤(t) A⊤(t)
)

Kr(t) ðàçîáúåì íà êâàäðàòíûå
áëîêè ïîðÿäêà n

(

(A⊤(t))′ − B⊤(t) A⊤(t)
)

Kr(t) = (P0(t) P1(t) . . . Pr+1(t)) ,
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ãäå

Pj(t) =
(

(A⊤(t))′ − B⊤(t)
)

K1,j(t) + A⊤(t)K2,j(t), j = 0, r,

Pr+1(t) = A⊤(t)K2,r+1(t).

Ïîäåéñòâîâàâ íà òîæäåñòâî ✭✶✳✸✳✽✮ îïåðàòîðîì



























C0
0E −C0

1E
d

dt
C0

2E

(

d

dt

)2

. . . (−1)r+1C0
r+1E

(

d

dt

)r+1

O −C1
1E C1

2E
d

dt
. . . (−1)r+1C1

r+1E

(

dt

dt

)r

O O C2
2E . . . (−1)r+1C2

r+1E

(

d

dt

)r−1

✳✳✳
✳✳✳

✳✳✳ ✳ ✳ ✳ ✳✳✳
O O O . . . (−1)r+1Cr+1

r+1E



























,

(1.3.10)
ïîëó÷èì











P0(t)
P1(t)
✳✳✳

Pr+1(t)











=



















J⊤
2 (t) J⊤

1 (t)
Ed O
O −En−d

O O
✳✳✳

✳✳✳
O O



















. (1.3.11)

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ïðåäñòàâëåíèå ✭✶✳✸✳✶✶✮✱ ìîæíî óòî÷íèòü
âèä ñèñòåìû ✭✶✳✸✳✾✮ ✖

(

−En−d O

O O

)

z̃′(t) +

(

J⊤
1 (t) J⊤

2 (t)
O Ed

)

z̃(t) + (Q−1
1 )⊤C⊤(t)ũ(t) = O.

(1.3.12)

Óìíîæèâ ✭✶✳✸✳✶✷✮ ñëåâà íà

(

−En−d J⊤
2 (t)

O Ed

)

✱ ïîëó÷èì èñêîìóþ

ñèñòåìó ✭✶✳✸✳✹✮✕✭✶✳✸✳✻✮✳



✸✽ ➹ëàâà ✶✳ Ýêâèâàëåíòíàÿ ñòðóêòóðíàÿ ôîðìà

Ïîêàæåì✱ ÷òî îïåðàòîð✱ îïðåäåëÿþùèé çàìåíó ïåðåìåííîé ✭✶✳✸✳✸✮✱
èìååò ïðàâûé îáðàòíûé îïåðàòîð✳

Òåîðåìà ✶✳✻✳ Ïóñòü✿
✶✮ A(t), B(t), C(t) ∈ C

r+1(I)❀
✷✮ rankDr,z(t) = ρ = const ∀t ∈ I❀
✸✮ â ìàòðèöå Dr,x(t) èìååòñÿ ðàçðåøàþùèé ìèíîð❀
✹✮ rankDr,y+1(t) = rankDr,y(t) + n ∀t ∈ I.

Òîãäà ñóùåñòâóåò îïåðàòîð L = L0(t) + L1(t)
d

dt
òàêîé✱ ÷òî✱

−R⊤
0 (t)w(t) + (R⊤

1 (t)w(t))
′ + . . .+ (−1)r+1

(

R⊤
r (t)w(t)

)(r)
= v(t),

åñëè w(t) = L[v(t)]✳ ➬äåñü w(t) è v(t) ✖ äîñòàòî÷íî ãëàäêèå n✲
ìåðíûå âåêòîð✲ôóíêöèè❀ L0(t) = −M⊤

0 (t)+(M⊤
1 (t))

′, L1(t) =M⊤
1 (t)❀

M0(t) è M1(t) − ìàòðèöû èç ëåììû ✶✳✷✳

➘îêàçàòåëüñòâî✳ ➮ç ëåììû ✶✳✷ ñëåäóåò✱ ÷òî êîýôôèöèåíòû îïå✲
ðàòîðîâ R è M ñâÿçàíû òîæäåñòâîì

(M0 M1)

(

R0 R1 R2 . . . Rr O
R′

0 R0 +R′
1 R1 +R′

2 . . . Rr−1 +R′
r Rr

)

=

= (En O . . . O) . (1.3.13)

Òðàíñïîíèðóÿ ✭✶✳✸✳✶✸✮ è îñóùåñòâëÿÿ îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ â ëåâîé
÷àñòè ðàâåíñòâà✱ ïîëó÷èì















R⊤
0M

⊤
0 + (R′

0)
⊤M⊤

1

R⊤
1M

⊤
0 + (R0 +R′

1)
⊤M⊤

1
✳✳✳

R⊤
r M

⊤
0 + (Rr−1 +R′

r)
⊤M⊤

1

R⊤
r M

⊤
1















=











En

O
✳✳✳
O











. (1.3.14)

Ðåçóëüòàòîì äåéñòâèÿ íà òîæäåñòâî ✭✶✳✸✳✶✹✮ îïåðàòîðà ✭✶✳✸✳✶✵✮
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áóäåò ñîîòíîøåíèå










S0(t)
S1(t)
✳✳✳

Sr+1(t)











=











En

O
✳✳✳
O











,

ãäå

S0(t) =
r
∑

i=0

Vi(t)
(

−M⊤
0 (t) +

(

M⊤
1 (t)

)′
)(i)

, Sj(t) = Vj−1(t)M
⊤
1 (t)+

+
r
∑

i=j

Vi(t)
(

−Cj
i

(

M⊤
0 (t)

)(i−j)
+ Cj

i+1

(

M⊤
1 (t)

)(i−j+1)
)

, j = 1, r,

(1.3.15)

Sr+1(t) = Vr(t)M
⊤
1 (t);

Vi(t) =
r
∑

j=i

(−1)j+1C i
j

(

R⊤
j (t)

)(j−i)
, i = 0, r − 1;

Vr(t) = (−1)r+1Cr
rR

⊤
r (t). (1.3.16)

Ïîëîæèì

w(t) = L[v(t)] =
(

−M⊤
0 (t) + (M⊤

1 (t))
′
)

v(t) +M⊤
1 (t)v

′(t),

òîãäà

r
∑

i=0

(−1)i+1

(

d

dt

)i
(

R⊤
i (t)w(t)

)

= Vr(t) colon
(

v(t), v′(t), . . . , v(r+1)(t)
)

,

(1.3.17)
ãäå

Vr(t) =
(

V0(t) V1(t) . . . Vr(t)
)

×
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×











L0 C1
1M

⊤
1 O . . . O

L′
0 −C1

1M
⊤
0 + C1

2(M
⊤
1 )

′ C2
2M

⊤
1 . . . O

✳✳✳
✳✳✳

✳✳✳ ✳ ✳ ✳ ✳✳✳

L
(r)
0 α1 α2 . . . Cr

rM
⊤
1











.

ãäå α1 = −C1
r (M

⊤
0 )

(r−1) + C1
r+1(M

⊤
1 )

(r), α2 = −C2
r (M

⊤
0 )

(r−2)+
+C2

r+1(M
⊤
1 )

(r−1).
Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ïðåäñòàâëåíèÿ ✭✶✳✸✳✶✺✮ äëÿ ìàòðèö

S0(t), S1(t), . . . , Sr+1(t)✱ íåñëîæíî ïðîâåðèòü✱ ÷òî â ✭✶✳✸✳✶✼✮

Vr(t) = (S0(t) S1(t) . . . Sr+1(t)) = (En O . . . O) .

Òåîðåìà äîêàçàíà✳
❰ïðåäåëåíèå ✶✳✶✷✳ ➪óäåì íàçûâàòü ñèñòåìó ✭✶✳✸✳✹✮✱ ✭✶✳✸✳✺✮ ýê✲

âèâàëåíòíîé ôîðìîé äëÿ ñîïðÿæåííîé ➘➚Ó ✭✶✳✸✳✶✮✳
Ïðèìåð ✶✳✶✳ Ðàññìîòðèì ➘➚Ó

(

t −t2

1 −t

)(

x′1(t)
x′2(t)

)

+

(

x1(t)
x2(t)

)

=

(

f1(t)
f2(t)

)

. (1.3.18)

❮åòðóäíî ïðîâåðèòü✱ ÷òî âñå ïðåäïîëîæåíèÿ òåîðåìû ✶✳✶ âûïîë✲
íåíû ïðè r = 2 è îïåðàòîð

R =

(

1 0
0 1

)

+

(

−1/2 t 1/2 t2

−1/2 1/2 t

)

d

dt

ïðåîáðàçóåò ýòó ñèñòåìó â ýêâèâàëåíòíóþ ôîðìó

x(t) =







f1(t) +
1

2

(

t2f ′2(t)− tf ′1(t)
)

f2(t) +
1

2
(tf ′2(t)− f ′1(t))






.

Ïîñòðîèì ñèñòåìó ñîïðÿæåííóþ ê ñèñòåìå ✭✶✳✸✳✶✽✮
(

t 1
−t2 −t

)

z′(t) +

(

0 0
−2t −2

)

z(t) =

(

g1(t)
g2(t)

)

. (1.3.19)
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➶ ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé ✶✳✺ â ðåçóëüòàòå çàìåíû ïåðåìåííîé

z(t) = −R⊤
0 (t)z̃(t) +

d

dt

(

R⊤
1 (t)z̃(t)

)

=

=

(

−3/2 0
t −1/2

)

z̃(t) +

(

−1/2 t −1/2
−1/2 t2 1/2 t

)

z̃′(t), (1.3.20)

ñèñòåìà ✭✶✳✸✳✶✾✮ ïåðåõîäèò â ñîîòâåòñòâóþùóþ ýêâèâàëåíòíóþ ôîð✲
ìó ✭✶✳✸✳✹✮✱ ✭✶✳✸✳✺✮✱ êîòîðàÿ â äàííîì ñëó÷àå èìååò âèä

z̃(t) = colon (g1(t), g2(t)) . (1.3.21)

Ïîäñòàâèâ ✭✶✳✸✳✷✶✮ â ✭✶✳✸✳✷✵✮✱ ïîëó÷èì

z(t) =

(

−3/2 g1(t)− 1/2 tg′1(t)− 1/2 g′2(t)
1/2 tg′2(t) + 1/2 t2g′1(t)− 1/2 g2(t) + tg1(t)

)

. (1.3.22)

❐åãêî ïðîâåðèòü✱ ÷òî ôóíêöèÿ ✭✶✳✸✳✷✷✮ îáðàùàåò â òîæäåñòâî ñè✲
ñòåìó ✭✶✳✸✳✶✾✮ è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé åå åäèíñòâåííîå ðåøåíèå✳

✶✳✸✳✷ Ðàçðåøèìîñòü

➶ îáùåì ñëó÷àå ìîæåò îêàçàòüñÿ✱ ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà ➘➚Ó
íåðàçðåøèìà✱ åñëè æå ðåøåíèå ñóùåñòâóåò✱ òî îíî ìîæåò çàâèñåòü
îò ïðîèçâîëüíûõ ôóíêöèé✳

➮çâåñòíî✱ ÷òî â ñëó÷àå ðåãóëÿðíîãî ìàòðè÷íîãî ïó÷êà λA+B ❬✸✱
❝✳ ✸✶✸❪ ñòàöèîíàðíàÿ ñèñòåìà ➘➚Ó Ax′(t) +Bx(t) = f(t) ðàçðåøèìà
ïðè äîñòàòî÷íî ãëàäêîé ïðàâîé ÷àñòè✱ è åå ðåøåíèå îïðåäåëÿåòñÿ
åäèíñòâåííûì îáðàçîì ñîãëàñîâàííûìè íà÷àëüíûìè äàííûìè âèäà
✭✶✳✶✳✶✸✮✳ ✃ðîìå òîãî✱ ðàçðåøèìîñòü ñòàöèîíàðíîé ñèñòåìû âëå÷åò çà
ñîáîé ðàçðåøèìîñòü ñèñòåì âèäà A⊤x′(t)+B⊤x(t) = g(t) è A⊤x′(t)−
B⊤x(t) = g(t), g(t) ∈ C

r(I) ✭r ✖ èíäåêñ ➘➚Ó✮✳
❰áðàòèìñÿ ê ñîïðÿæåííîé ñèñòåìå ✭✶✳✸✳✶✮✳ ➶ûÿñíèì✱ ïðè êàêèõ

îãðàíè÷åíèÿõ íà íà÷àëüíûå äàííûå

z(t0) = z0 (1.3.23)



✹✷ ➹ëàâà ✶✳ Ýêâèâàëåíòíàÿ ñòðóêòóðíàÿ ôîðìà

✭z0 ∈ R
n ✖ çàäàííûé âåêòîð✮✱ áóäåò ñóùåñòâîâàòü ðåøåíèå çàäà÷è

✃îøè ✭✶✳✸✳✶✮✱ ✭✶✳✸✳✷✸✮✳
Ïðåäïîëîæèì✱ ÷òî èìåþò ìåñòî âñå ïðåäïîëîæåíèÿ òåîðåìû ✶✳✶✳

➶ ýòîì ñëó÷àå äëÿ ñèñòåì ✭✶✳✶✳✶✮ è ✭✶✳✸✳✶✮ íà îòðåçêå I îïðåäåëå✲
íû ñîîòâåòñòâóþùèå ýêâèâàëåíòíûå ôîðìû ✭✶✳✶✳✼✮✱ ✭✶✳✶✳✽✮ è ✭✶✳✸✳✹✮✱
✭✶✳✸✳✺✮✳

❰áîçíà÷èì Ω(t) ìàòðèöàíò ñèñòåìû ✭✶✳✶✳✼✮✳ ❰áðàòèìàÿ ∀t ∈ I

(n× n)✲ìàòðèöà Ω(t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è ✃îøè

Ω′(t) + J1(t)Ω(t) = O, t ∈ I; Ω(t0) = En−d.

Òîãäà ìàòðèöà
(

Ω⊤(t)
)−1

áóäåò ìàòðèöàíòîì ñèñòåìû ✭✶✳✸✳✹✮✳
❰÷åâèäíî✱ ÷òî â ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ëþáîå ðåøåíèå ➘➚Ó

✭✶✳✸✳✹✮✱ ✭✶✳✸✳✺✮ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå

z1(t) = (Ω⊤(t))−1z1(t0) + (Ω⊤(t))−1

t
∫

t0

Ω⊤(τ)C1(τ)ũ(τ)dτ, (1.3.24)

z2(t) = −C2(t)ũ(t). (1.3.25)

Ïðåäïîëîæåíèå ✶✮ òåîðåìû ✶✳✶ ãàðàíòèðóåò✱ ÷òî êîýôôèöèåíòû
îïåðàòîðà ✭✶✳✶✳✹✮ óäîâëåòâîðÿþò âêëþ÷åíèþ Rj(t) ∈ C

r+1(I) (j =
0, r). Ïî ýòîé ïðè÷èíå â ñèñòåìå ✭✶✳✸✳✹✮✱ ✭✶✳✸✳✺✮ J1(t), C1(t), C2(t) ∈

C
r+1(I)✳ Ñëåäîâàòåëüíî✱ ëþáîå ðåøåíèå ➘➚Ó ✭✶✳✸✳✹✮✱ ✭✶✳✸✳✺✮ z̃(t) =

(

z1(t)
z2(t)

)

áóäåò r + 1 ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìî íà îòðåçêå

I ✳
Ðåøåíèå z(t) ñèñòåìû ✭✶✳✸✳✶✮ ñâÿçàíî ñ ðåøåíèåì ➘➚Ó ✭✶✳✸✳✹✮✱

✭✶✳✸✳✺✮ ñîîòíîøåíèåì ✭✶✳✸✳✸✮✱ èç êîòîðîãî ñðàçó âûòåêàåò✱ ÷òî z(t) ∈

C
1(I)✳
➬àäàäèì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ ñèñòåìû ✭✶✳✸✳✹✮✱ ✭✶✳✸✳✺✮

z̃(t0) =

(

z1(t0)
z2(t0)

)

=

(

z1,0
z2,0

)

, (1.3.26)



✶✳✸✳ Ñîïðÿæåííàÿ ñèñòåìà ✹✸

z1,0 ∈ R
n−d, z2,0 ∈ R

d✳
➶ ñèëó ïðåäñòàâëåíèÿ ✭✶✳✸✳✷✹✮✱ ✭✶✳✸✳✷✺✮ çàäà÷à ✃îøè ✭✶✳✸✳✹✮✱ ✭✶✳✸✳✺✮✱

✭✶✳✸✳✷✻✮ áóäåò ðàçðåøèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà✱ êîãäà

z2,0 = −C2(t0)ũ(t0) (1.3.27)

èëè ñ ó÷åòîì ïðåäñòàâëåíèÿ ✭✶✳✸✳✼✮ äëÿ ìàòðèöû C2(t)

z2,0 = − (O Ed) (Q
−1
1 )⊤C⊤(t0)ũ(t0).

➶âåäåì â ðàññìîòðåíèå îïåðàòîð F ✱ äåéñòâóþùèé íà ïðîèçâîëü✲
íóþ äîñòàòî÷íî ãëàäêóþ (n− d)× (n− d)✲ìàòðèöó X(t) ïî ïðàâèëó

F [X(t)] = X ′(t) +X(t)J⊤
1 (t), F0 [X(t)] = X(t). (1.3.28)

➮ç ✭✶✳✸✳✷✻✮✱ ✭✶✳✸✳✷✼✮ ñëåäóåò

colon
(

z1(t), z
′
1(t), . . . , z

(r+1)
1 (t)

)

=















En−d

F0
[

J⊤
1 (t)

]

F
[

J⊤
1 (t)

]

✳✳✳
F r
[

J⊤
1 (t)

]















z1(t)−

−





















O
C1(t)ũ(t)

F0
[

J⊤
1 (t)

]

C1(t)ũ(t) +
d

dt
(C1(t)ũ(t))

✳✳✳
r−1
∑

i=0

(

d

dt

)i
(

F r−i−1
[

J⊤
1 (t)

]

C1(t)ũ(t)
)

+

(

d

dt

)r

(C1(t)ũ(t))





















,

(1.3.29)











z2(t)
z′2(t)
✳✳✳

z
(r+1)
2 (t)











= −

















C2(t)ũ(t)
d

dt
(C2(t)ũ(t))

✳✳✳
(

d

dt

)r+1

(C2(t)ũ(t))

















. (1.3.30)



✹✹ ➹ëàâà ✶✳ Ýêâèâàëåíòíàÿ ñòðóêòóðíàÿ ôîðìà

❰ïðåäåëèì ìàòðèöó

W (t) = colon

((

En−d

O

)

,

(

F0
[

J⊤
1 (t)

]

O

)

, . . . ,

(

F r
[

J⊤
1 (t)

]

O

))

è âåêòîð
w(t) = − colon (w0(t), w1(t), . . . , wr+1(t)) ,

ãäå

w0(t) =

(

0
C2(t)ũ(t)

)

, w1(t) =

(

C1(t)ũ(t)
d

dt
(C2(t)ũ(t))

)

,

w2(t) =









F0
[

J⊤
1 (t)

]

C1(t)ũ(t) +
d

dt
(C1(t)ũ(t))

(

d

dt

)2

(C2(t)ũ(t))









, . . . ,

wr+1(t) =











r−1
∑

i=0

(

d

dt

)i
(

F r−i−1
[

J⊤
1 (t)

]

C1(t)ũ(t)
)

+

(

d

dt

)r

(C1(t)ũ(t))
(

d

dt

)r+1

(C2(t)ũ(t))











.

Òîãäà ðàâåíñòâî ✭✶✳✸✳✸✮ ìîæíî çàïèñàòü êàê

z(t) = (V0(t) V1(t) . . . Vr(t))W (t)z1(t) + w(t). (1.3.31)

Òàêèì îáðàçîì✱ çàäà÷à ✭✶✳✸✳✶✮✱ ✭✶✳✸✳✷✸✮ èìååò ðåøåíèå â òîì è
òîëüêî òîì ñëó÷àå✱ êîãäà

z0 = (V0(t0) V1(t0) . . . Vr(t0))W (t0)c+ w(t0), (1.3.32)

ãäå ìàòðèöû V0(t), V1(t), . . . , Vr(t) âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì ✭✶✳✸✳✶✻✮✱
c ✖ íåêîòîðûé âåêòîð èç R

n−d✳ Ïðè ýòîì â ✭✶✳✸✳✷✻✮ z1,0 = c✱ à z2,0
óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó ✭✶✳✸✳✷✼✮✳

Òåì ñàìûì ìû äîêàçàëè òåîðåìó✳
Òåîðåìà ✶✳✼✳ Ïóñòü âûïîëíåíû âñå ïðåäïîëîæåíèÿ òåîðåìû

✶✳✶✳ Ðåøåíèå çàäà÷è ✭✶✳✸✳✶✮✱ ✭✶✳✸✳✷✸✮ ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî



✶✳✸✳ Ñîïðÿæåííàÿ ñèñòåìà ✹✺

òîãäà✱ êîãäà íà÷àëüíûå äàííûå èìåþò âèä ✭✶✳✸✳✸✷✮✳ Ýòî ðåøåíèå
åäèíñòâåííî è ïðåäñòàâèìî â âèäå ✭✶✳✸✳✸✮✱ ãäå z̃(t) = colon (z1(t), z2(t))
✖ ðåøåíèå ➘➚Ó ✭✶✳✸✳✹✮✱ ✭✶✳✸✳✺✮✳

❰ïðåäåëåíèå ✶✳✶✸✳ ❮à÷àëüíûå äàííûå ✭✶✳✸✳✷✸✮ âèäà ✭✶✳✸✳✸✷✮ áó✲
äåì íàçûâàòü ñîãëàñîâàííûìè ❝ ➘➚Ó ✭✶✳✸✳✶✮✳



➹ëàâà ✷

❐èíåéíûå ñèñòåìû

✷✳✶ ❘✲óïðàâëÿåìîñòü è ❘✲íàáëþäàåìîñòü

✷✳✶✳✶ ❰ïðåäåëåíèÿ

Ðàññìîòðèì íåâûðîæäåííóþ ñèñòåìó óïðàâëåíèÿ

x′(t) + B(t)x(t) + U(t)u(t) = 0, (2.1.1)

y(t) = C̄(t)x(t), t ∈ I = [0,+∞), (2.1.2)

ãäå ìàòðèöû B̄(t)✱ Ū(t) è C̄(t) èìåþò ðàçìåðû n× n✱ n× l è m× n

ñîîòâåòñòâåííî✳
❰ïðåäåëåíèå ✷✳✶✳ Ñèñòåìà ✭✷✳✶✳✶✮ íàçûâàåòñÿ ïîëíîñòüþ óïðàâ✲

ëÿåìîé íà îòðåçêå I ✱ åñëè äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ x0, x1 ∈ R
n íàéäåòñÿ

óïðàâëåíèå u(t) òàêîå✱ ÷òî ðåøåíèå ñèñòåìû ✭✷✳✶✳✶✮ áóäåò óäîâëåòâî✲
ðÿòü óñëîâèÿì x(t0) = x0, x(t1) = x1.

❰ïðåäåëåíèå ✷✳✷✳ Ñèñòåìà ✭✷✳✶✳✶✮✱ ✭✷✳✶✳✷✮ íàçûâàåòñÿ ïîëíîñòüþ
íàáëþäàåìîé íà îòðåçêå I ✱ åñëè ïî èçâåñòíîìó âûõîäó ✭✷✳✶✳✷✮ ìîæíî
åäèíñòâåííûì îáðàçîì âîññòàíîâèòü çíà÷åíèå x(t0)✳

Ñôîðìóëèðóåì îïðåäåëåíèÿ ❘✲óïðàâëÿåìîñòè è ❘✲íàáëþäàåìîñ✲
òè äëÿ ➘➚Ó ✭✶✳✶✳✶✮ è ✭✶✳✸✳✶✮✱ ✭✶✳✸✳✷✮✳

❰ïðåäåëåíèå ✷✳✸✳ Ñèñòåìà ✭✶✳✶✳✶✮ íàçûâàåòñÿ ❘✲óïðàâëÿåìîé íà
îòðåçêå I ✱ åñëè äëÿ ëþáîãî ñîãëàñîâàííîãî âåêòîðà íà÷àëüíûõ äàí✲
íûõ x0 è ëþáîé òî÷êè x1 èç ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè M íàéäåòñÿ

✹✻



✷✳✶✳ ❘✲óïðàâëÿåìîñòü è ❘✲íàáëþäàåìîñòü ✹✼

óïðàâëåíèå u(t) òàêîå✱ ÷òî ðåøåíèå x(t) ñèñòåìû áóäåò óäîâëåòâî✲
ðÿòü óñëîâèÿì x(t0) = x0, x(t1) = x1✳

➶åêòîð x1 ∈ R
n íàçûâàåòñÿ äîñòèæèìûì â ìîìåíò t1 èç âåê✲

òîðà íà÷àëüíûõ äàííûõ x0 ∈ R
n✱ åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå äîñòàòî÷íî

ãëàäêîå óïðàâëåíèå u(t)✱ ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è ✭✶✳✶✳✶✮✱ ✭✶✳✶✳✶✸✮ óäîâëå✲
òâîðÿåò óñëîâèþ x(t1) = x1.

❒íîæåñòâî M(x0) ⊆ R
n íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì äîñòèæèìî✲

ñòè èç âåêòîðà íà÷àëüíûõ äàííûõ x0 ∈ R
n✱ åñëè îíî ñîñòîèò èç

âåêòîðîâ x1✱ äîñòèæèìûõ èç òî÷êè x0 â ìîìåíò t1✳ ➬àìåòèì✱ åñëè
íà÷àëüíûå äàííûå íå ÿâëÿþòñÿ ñîãëàñîâàííûìè✱ òî M(x0) = ∅✳

❒íîæåñòâî äîñòèæèìîñòè M îïðåäåëÿåòñÿ êàê îáúåäèíåíèå
âñåõ ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè èç âñåõ âîçìîæíûõ ñîãëàñîâàííûõ íà✲
÷àëüíûõ âåêòîðîâ ✭❬✽✶❪✱ ñ✳ ✷✼❀ ❬✶✶✶❪✮✳

❰ïðåäåëåíèå ✷✳✹✳ Ñèñòåìà ✭✶✳✸✳✶✮✱ ✭✶✳✸✳✷✮ íàçûâàåòñÿ ❘✲íàáëþ✲
äàåìîé íà îòðåçêå I ✱ åñëè ïî èçâåñòíîìó âûõîäó ✭✶✳✸✳✷✮ è óïðàâëå✲
íèþ u(t) ìîæíî åäèíñòâåííûì îáðàçîì âîññòàíîâèòü ðåøåíèå z(t)
ñèñòåìû ✭✶✳✸✳✶✮ ❬✼✵❪✳

➶ óñëîâèÿõ òåîðåìû ✶✳✶ ñèñòåìû ✭✶✳✶✳✶✮ è ✭✶✳✶✳✼✮✱ ✭✶✳✶✳✽✮ ýêâèâà✲
ëåíòíû â ñìûñëå ðåøåíèé✳ Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ✷✳✸ ëþáàÿ ñèñòå✲
ìà ➘➚Ó âèäà ✭✶✳✶✳✶✮✱ â ýêâèâàëåíòíîé ôîðìå êîòîðîé ✭✶✳✶✳✼✮✱ ✭✶✳✶✳✽✮
îòñóòñòâóåò íåâûðîæäåííàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ✭✶✳✶✳✼✮ ✭òàêóþ ñèòóàöèþ
èìååì â ñèñòåìå ✭✶✳✸✳✶✽✮✮✱ âñåãäà ❘✲óïðàâëÿåìà✳ ➴ñëè æå ïîäñèñòåìà
✭✶✳✶✳✼✮ ïðèñóòñòâóåò ✭d < n✮✱ òî ïîä ❘✲óïðàâëÿåìîñòüþ ➘➚Ó ✭✶✳✶✳✶✮
ìîæíî ïîíèìàòü ïîëíóþ óïðàâëÿåìîñòü åå äèôôåðåíöèàëüíîé ïîä✲
ñèñòåìû ✭✶✳✶✳✼✮✳

Ñ äðóãîé ñòîðîíû✱ â ïðåäïîëîæåíèÿõ òåîðåìû ✶✳✶ ðåøåíèå ➘➚Ó
✭✶✳✸✳✶✮ ïðåäñòàâèìî â âèäå ✭✶✳✸✳✸✮✱ ãäå ôóíêöèÿ z̃(t) = colon (z1(t), z2(t))
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû ✭✶✳✸✳✹✮✱ ✭✶✳✸✳✺✮✳ Ïîýòîìó äëÿ òîãî ÷òîáû
ïî âûõîäó ✭✶✳✸✳✷✮ âîññòàíîâèòü ðåøåíèå z(t) ñèñòåìû ✭✶✳✸✳✶✮✱ íåîáõî✲
äèìî âîññòàíîâèòü ðåøåíèå ñèñòåìû ✭✶✳✸✳✹✮✱ ✭✶✳✸✳✺✮ ïî âûõîäó ✭✶✳✸✳✻✮✳
➮ç ïðåäñòàâëåíèÿ ✭✶✳✸✳✷✹✮✱ ✭✶✳✸✳✷✺✮ äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû ✭✶✳✸✳✹✮✱ ✭✶✳✸✳✺✮



✹✽ ➹ëàâà ✷✳ ❐èíåéíûå ñèñòåìû

ñëåäóåò✱ ÷òî âåêòîð✲ôóíêöèÿ z2(t) îïðåäåëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì îá✲
ðàçîì èç óðàâíåíèÿ ✭✶✳✸✳✺✮ ïî èçâåñòíîìó óïðàâëåíèþ ũ(t)✳ ➘ëÿ òî✲
ãî ÷òîáû âîññòàíîâèòü âèä êîìïîíåíòû z1(t) íåîáõîäèìî çíàòü çíà✲
÷åíèå z1(t0)✳ Òàêèì îáðàçîì✱ ❘✲íàáëþäàåìîñòü ➘➚Ó ✭✶✳✸✳✶✮✱ ✭✶✳✸✳✷✮
îçíà÷àåò ïîëíóþ íàáëþäàåìîñòü ñèñòåìû ✭✶✳✸✳✹✮✱ ✭✶✳✸✳✻✮✳

➶ ðàìêàõ ïðåäïîëîæåíèé òåîðåìû ✶✳✶ ìîæíî äàòü àëüòåðíàòèâ✲
íûå îïðåäåëåíèÿ ❘✲óïðàâëÿåìîñòè è ❘✲íàáëþäàåìîñòè✳

❰ïðåäåëåíèå ✷✳✺✳ Ñèñòåìà ✭✶✳✶✳✶✮ íàçûâàåòñÿ R✲óïðàâëÿåìîé
íà îòðåçêå I ïðè d < n✱ åñëè ïîëíîñòüþ óïðàâëÿåìà íà I ñèñòåìà
✭✶✳✶✳✼✮✳

❰ïðåäåëåíèå ✷✳✻✳ Ñèñòåìà ✭✶✳✸✳✶✮✱ ✭✶✳✸✳✷✮ íàçûâàåòñÿ R✲íàáëþ✲
äàåìîé íà îòðåçêå I ïðè d < n✱ åñëè ïîëíîñòüþ íàáëþäàåìà íà I

ñèñòåìà ✭✶✳✸✳✹✮✱ ✭✶✳✸✳✻✮✳

✷✳✶✳✷ ✃ðèòåðèè ❘✲íàáëþäàåìîñòè è ❘✲óïðàâëÿåìîñòè✳

➘ëÿ ñèñòåìû ✭✷✳✶✳✶✮✱ ✭✷✳✶✳✷✮ ïðèâåäåì èçâåñòíûå êðèòåðèè ïîëíîé
óïðàâëÿåìîñòè è ïîëíîé íàáëþäàåìîñòè✳

Òåîðåìà ✷✳✶✳ ❬✾✱ ñ✳ ✶✻✷❪Ïóñòü B̄(t), Ū(t) ∈ C(I)✳ Ñèñòåìà ✭✷✳✶✳✶✮
ïîëíîñòüþ óïðàâëÿåìà íà îòðåçêå I✱ åñëè è òîëüêî åñëè íà ýòîì
îòðåçêå q⊤X̄−1(t)Ū(t) 6≡ 0 äëÿ ëþáîãî âåêòîðà q ∈ R

n åäèíè÷íîé
íîðìû✳ ➬äåñü X̄(t) ✖ ìàòðèöàíò ñèñòåìû ✭✷✳✶✳✶✮✳

Òåîðåìà ✷✳✷✳ ❬✾✱ ñ✳ ✶✻✾❪ Ïóñòü â ñèñòåìå ✭✷✳✶✳✶✮ B̄(t) ∈ C
n−1(I),

Ū(t) ∈ C
n(I)✳ Ñèñòåìà ✭✷✳✶✳✶✮ ïîëíîñòüþ óïðàâëÿåìà íà îòðåçêå

I✱ åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà σ ∈ I✱ ÷òî rankQ(σ) = n✱ ãäå

Q(t) = (Q0(t) Q1(t) . . . Qn−1(t)) ,

Q0(t) = −Ū(t), Qi(t) = −B̄(t)Qi−1(t)−Q′
i−1(t), i = 1, n− 1.

Òåîðåìà ✷✳✸✳ ❬✾✱ ñ✳ ✶✽✾❪Ïóñòü B̄(t), Ū(t) ∈ C(I)✳ Ñèñòåìà ✭✷✳✶✳✶✮✱
✭✷✳✶✳✷✮ ïîëíîñòüþ íàáëþäàåìà íà îòðåçêå I òîãäà è òîëüêî òîãäà✱
êîãäà C̄(t)X̄(t)h 6≡ 0 äëÿ ëþáîãî âåêòîðà h ∈ R

n åäèíè÷íîé íîðìû✳
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Òåîðåìà ✷✳✹✳ ❬✾✱ ñ✳ ✶✾✷❪ Ïóñòü â ñèñòåìå ✭✷✳✶✳✶✮✱ ✭✷✳✶✳✷✮ B̄(t) ∈

C
n−1(I), C̄(t) ∈ C

n(I)✳ Ñèñòåìà ✭✷✳✶✳✶✮✱ ✭✷✳✶✳✷✮ ïîëíîñòüþ íàáëþ✲
äàåìà íà îòðåçêå I✱ åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà σ ∈ I✱ ÷òî
rankP(σ) = n✱ ãäå

P(t) = colon (P0(t),P1(t), . . . ,Pn−1(t)) ,

P0(t) = C̄(t), Pi(t) = −Pi−1(t)B̄(t) + P ′
i−1(t), i = 1, . . . , n− 1.

❰ïðåäåëåíèå ✷✳✼✳ ❒àòðèöà Q(t) íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé óïðàâ✲
ëÿåìîñòè ñèñòåìû ✭✷✳✶✳✶✮✳ ❒àòðèöà P(t) íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé íà✲
áëþäàåìîñòè ñèñòåìû ✭✷✳✶✳✶✮✱ ✭✷✳✶✳✷✮✳

❰ïèðàÿñü íà òåîðåìû ✷✳✶✕✷✳✹✱ íåòðóäíî ïîëó÷èòü êðèòåðèè ❘✲óï✲
ðàâëÿåìîñòè è ❘✲íàáëþäàåìîñòè äëÿ ñèñòåì ➘➚Ó✳

Òåîðåìà ✷✳✺✳ Ïóñòü âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû ✶✳✶✳ Ñè✲
ñòåìà ✭✶✳✶✳✶✮ R✲óïðàâëÿåìà íà îòðåçêå I òîãäà è òîëüêî òîãäà✱
êîãäà

q⊤Ω−1(t)H(t) 6≡ 0 (2.1.3)

äëÿ ëþáîãî âåêòîðà q ∈ R
n−d åäèíè÷íîé íîðìû✱ ãäå

H(t) = (H0(t) H1(t) . . . Hr(t)) , (2.1.4)

ìàòðèöû Hj(t) (j = 0, r) íàõîäÿòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëàìè
✭✶✳✶✳✶✵✮✱ ✭✶✳✶✳✶✶✮✱ ✭✶✳✶✳✻✮❀ Ω(t) ✖ ìàòðèöàíò ñèñòåìû ✭✶✳✶✳✼✮✳

➘îêàçàòåëüñòâî✳ ❮åîáõîäèìîñòü äîêàçûâàåòñÿ òàêæå êàê â ❬✾✱
❝✳ ✶✻✷❪✳

➘îñòàòî÷íîñòü✳ ➶ ñèñòåìå ✭✶✳✶✳✼✮ ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé
x1(t) = Ω(t)ξ(t)✳ ➶ ðåçóëüòàòå ïîñëåäóþùåãî óìíîæåíèÿ ñëåâà íà
Ω−1(t) è èíòåãðèðîâàíèÿ â ïðåäåëàõ îò t0 äî t1 ïîëó÷èì óðàâíåíèå

ξ(t1)− ξ(t0) = −

t1
∫

t0

Ω−1(τ)H(τ) colon
(

u(τ), u′(τ), . . . , u(r)(τ)
)

dτ.

(2.1.5)
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Ïóñòü èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå ✭✷✳✶✳✸✮✳ ❮óæíî ïîêàçàòü✱ ÷òî íàé✲
äåòñÿ óïðàâëåíèå u(t)✱ óäîâëåòâîðÿþùåå óðàâíåíèþ ✭✷✳✶✳✺✮✳ Ýòî áó✲
äåò îçíà÷àòü ïîëíóþ óïðàâëÿåìîñòü ➘➚Ó ✭✶✳✶✳✼✮✳

➶ ✭✷✳✶✳✺✮ óïðàâëåíèå áóäåì èñêàòü â âèäå ïîëèíîìà

u(t) = (t− c)sb0 + (t− c)s+1b1 + . . .+ (t− c)s+rbr,

ãäå s ≥ 0 ✖ äîñòàòî÷íî áîëüøîå öåëîå ÷èñëî✱ c 6∈ I ✖ ôèêñèðîâàííîå
çíà÷åíèå✱ bi ∈ R

l ✖ íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû✳ Òîãäà

colon
(

u(τ), u′(τ), . . . , u(r)(τ)
)

= Es(t− c) colon (b0, b1, . . . , br) ,

(2.1.6)
ãäå

Es(t) =

















s!

s!
tsEl

(s+ 1)!

(s+ 1)!
ts+1El . . .

(s+ r)!

(s+ r)!
ts+rEl

s!

(s− 1)!
ts−1El

(s+ 1)!

s!
tsEl . . .

(s+ r)!

(s+ r − 1)!
ts+r−1El

✳✳✳
✳✳✳

✳ ✳ ✳
✳✳✳

s!

(s− r)!
ts−rEl

(s+ 1)!

(s+ 1− r)!
ts+1−rEl . . .

(s+ r)!

s!
tsEl

















.

❰÷åâèäíî✱ ÷òî ìàòðèöà Es(t− c) îáðàòèìà ∀t ∈ I ✳

Ïðåäïîëîæèì✱ ÷òî ñóùåñòâóåò âåêòîð q∗ ∈ R
n−d åäèíè÷íîé íîð✲

ìû òàêîé✱ ÷òî äëÿ âñåõ t ∈ I

q⊤∗ Ω
−1(t)H(t)Es(t− c) = 0. (2.1.7)

Óìíîæèì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà ✭✷✳✶✳✼✮ íà E−1
s (t− c)✱ ïîëó÷èì ïðîòè✲

âîðå÷èå ñ óñëîâèåì ✭✷✳✶✳✸✮✳ Ñëåäîâàòåëüíî✱ äëÿ ëþáîãî âåêòîðà q ∈

R
n−d åäèíè÷íîé íîðìû íà I âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå q⊤Ω−1(t)H(t)

Es(t − c) 6≡ 0. ❒îæíî ïîêàçàòü✱ ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì s â

ýòîì ñëó÷àå q⊤

t1
∫

t0

Ω−1(t)H(t)Es(t − c)dt 6= 0 äëÿ ëþáîãî âåêòîðà
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q ∈ R
n−d åäèíè÷íîé íîðìû✳ Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò ïîëíîòó ñòðî÷íîãî

ðàíãà ìàòðèöû
t1
∫

t0

Ω−1(t)H(t)Es(t− c)dt. (2.1.8)

Ïîäñòàâèì ✭✷✳✶✳✻✮ â ✭✷✳✶✳✺✮

ξ(t1)− ξ(t0) = −





t1
∫

t0

Ω−1(τ)H(τ)Es(τ − c)dτ



 colon (b0, b1, . . . , br) .

(2.1.9)
Ïîñêîëüêó ìàòðèöà ✭✷✳✶✳✽✮ èìååò ïîëíûé ðàíã ïî ñòðîêàì✱ òî

óðàâíåíèå ✭✷✳✶✳✾✮ ðàçðåøèìî îòíîñèòåëüíî b0, b1, . . . , br ïðè ëþáûõ
çíà÷åíèÿõ ξ(t1), ξ(t0)✳ Òåîðåìà äîêàçàíà✳

➘ëÿ ñèñòåìû ✭✶✳✶✳✼✮ îïðåäåëèì ìàòðèöó óïðàâëÿåìîñòè

(H0(t) H1(t) . . . Hn−d−1(t)),

ãäå

H0(t) = H(t), Hi(t) = −J1(t)Hi−1(t)−H′
i−1(t), i = 1, n− d− 1,

ìàòðèöà H(t) íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå ✭✷✳✶✳✹✮✳
Òåîðåìà ✷✳✻✳ Ïóñòü âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû ✶✳✶✳ Ñè✲

ñòåìà ✭✶✳✶✳✶✮ R✲óïðàâëÿåìà íà îòðåçêå I✱ åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ
òî÷êà σ ∈ I✱ ÷òî

rank (H0(σ) H1(σ) . . . Hn−d−1(σ)) = n− d.

Ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû âûòåêàåò èç óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû ✶✳✶
è äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ✷✳✶✳

Ïîëó÷èì êðèòåðèè ❘✲íàáëþäàåìîñòè äëÿ ñèñòåìû ✭✶✳✸✳✶✮✱ ✭✶✳✸✳✷✮✳
➘ëÿ ýòîãî ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ìàòðèöû

Φj(t) =
r
∑

i=j

(−1)i+1C
i−j
i (R⊤

i (t))
(i−j), j = 0, r,
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è çàïèøåì ðàâåíñòâî ✭✶✳✸✳✻✮ â âèäå

ỹ(t) = U⊤(t)
r
∑

j=0

Φj(t)z̃
(j)(t).

Ðàçîáüåì ìàòðèöû U⊤(t)Φj(t) íà áëîêè

U⊤(t)Φj(t) =
(

Φj,1(t) Φj,2(t)
)

, (2.1.10)

ãäå ìàòðèöû Φj,1(t) ñîñòîÿò èç n− d ñòîëáöîâ✱ à ìàòðèöû Φj,2(t) ✖
èç d ñòîëáöîâ✳ Ñ ó÷åòîì ✭✷✳✶✳✶✵✮ âûõîä ✭✶✳✸✳✻✮ ïðèîáðåòåò âèä

ỹ(t) =
r
∑

j=0

Φj,1(t)z
(j)
1 (t) +

r
∑

j=0

Φj,2(t)z
(j)
2 (t). (2.1.11)

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåäñòàâëåíèÿ ✭✶✳✸✳✷✾✮✱ ✭✶✳✸✳✸✵✮

ỹ(t) = (Φ0,1(t)+Φ1,1(t)F
0[J⊤

1 (t)]+. . .+Φr,1(t)F
r−1[J⊤

1 (t)])z1(t)+ϕ(t),

ãäå ϕ(t) åäèíñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç èçâåñòíîå óïðàâ✲
ëåíèå ũ(t)✱ êîýôôèöèåíòû ñèñòåìû è èõ ïðîèçâîäíûå✳

Ïðèâåäåííûå íèæå òåîðåìû ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèÿìè òåîðåì ✶✳✶✱
✷✳✸ è ✷✳✹✳

Òåîðåìà ✷✳✼✳ Ïóñòü âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû ✶✳✶✳ Ñè✲
ñòåìà ✭✶✳✸✳✶✮✱ ✭✶✳✸✳✷✮ R✲íàáëþäàåìà íà îòðåçêå I òîãäà è òîëüêî
òîãäà✱ êîãäà

(Φ0,1(t)+Φ1,1(t)F
0[J⊤

1 (t)]+ . . .+Φr,1(t)F
r−1[J⊤

1 (t)])
(

Ω⊤(t)
)−1

h 6≡ 0

äëÿ ëþáîãî âåêòîðà h ∈ R
n−d åäèíè÷íîé íîðìû✳ ➬äåñü Ω(t) ✖ ìàò✲

ðèöàíò ñèñòåìû ✭✶✳✶✳✼✮✱ îïåðàòîð F äåéñòâóåò ïî ïðàâèëó ✭✶✳✸✳✷✽✮✳

Òåîðåìà ✷✳✽✳ Ïóñòü âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû ✶✳✶✳ Ñè✲
ñòåìà ✭✶✳✸✳✶✮✱ ✭✶✳✸✳✷✮ R✲íàáëþäàåìà íà îòðåçêå I✱ åñëè ñóùåñòâóåò
òàêàÿ òî÷êà σ ∈ I✱ ÷òî

rankΨ(σ) = n− d,



✷✳✶✳ ❘✲óïðàâëÿåìîñòü è ❘✲íàáëþäàåìîñòü ✺✸

ãäå Ψ(t) = colon (Ψ0(t),Ψ1(t), . . . ,Ψn−d−1(t)),

Ψ0(t) = (Φ0,1(t) + Φ1,1(t)F
0[J⊤

1 (t)] + . . .+ Φr,1(t)F
r−1[J⊤

1 (t)]),

Ψi(t) = Ψi−1(t)J
⊤
1 (t) + Ψ′

i−1(t), i = 1, n− d− 1.

❒àòðèöàΨ(t) ñóòüìàòðèöà íàáëþäàåìîñòè ñèñòåìû ✭✶✳✸✳✹✮✱ ✭✶✳✸✳✻✮✳

✷✳✶✳✸ ❰ âçàèìîñâÿçè ñâîéñòâ ❘✲óïðàâëÿåìîñòè è ❘✲íàáëþ✲
äàåìîñòè

➶ ýòîì ðàçäåëå ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû î ñâÿçè ñâîéñòâ ❘✲óïðàâëÿ✲
åìîñòè è ❘✲íàáëþäàåìîñòè ñèñòåìû ✭✶✳✶✳✶✮✱ ✭✶✳✶✳✷✮ è ñîïðÿæåííîé
ñèñòåìû ✭✶✳✸✳✶✮✱ ✭✶✳✸✳✷✮✳

Òåîðåìà ✷✳✾✳ Ïóñòü âûïîëíåíû âñå ïðåäïîëîæåíèÿ òåîðåìû
✶✳✶✳ Ñèñòåìà ✭✶✳✶✳✶✮✱ ✭✶✳✶✳✷✮ R✲íàáëþäàåìà✱ åñëè R✲óïðàâëÿåìà ñè✲
ñòåìà ✭✶✳✸✳✶✮✳

➘îêàçàòåëüñòâî✳ ➘➚Ó ✭✶✳✶✳✶✮✱ ✭✶✳✶✳✷✮ ❘✲íàáëþäàåìà òîãäà è òîëü✲
êî òîãäà✱ êîãäà òàêèì æå ñâîéñòâîì îáëàäàåò ñèñòåìà ✭✶✳✶✳✼✮✱ ✭✶✳✶✳✽✮✱
✭✶✳✶✳✷✮✳ Ïîñëåäíÿÿ ❘✲íàáëþäàåìà îäíîâðåìåííî ñ ñèñòåìîé
(

En−d O

O O

)(

x′1(t)
x′2(t)

)

+

(

J1(t) O

J2(t) Ed

)(

x1(t)
x2(t)

)

= 0, (2.1.12)

y(t) = C(t)Q−1
1

(

x1(t)
x2(t)

)

. (2.1.13)

➶ ðåçóëüòàòå çàìåíû ïåðåìåííîé
(

x1(t)
x2(t)

)

=

(

En−d O

−J2(t) Ed

)(

χ1(t)
χ2(t)

)

, (2.1.14)

óðàâíåíèÿ ✭✷✳✶✳✶✷✮✱ ✭✷✳✶✳✶✸✮ ïðåîáðàçóþòñÿ ê âèäó
(

En−d O

O O

)(

χ′
1(t)

χ′
2(t)

)

+

(

J1(t) O

O Ed

)(

χ1(t)
χ2(t)

)

= 0, (2.1.15)



✺✹ ➹ëàâà ✷✳ ❐èíåéíûå ñèñòåìû

y =
(

−C⊤
1 (t) C⊤

2 (t))
)

(

χ1(t)
χ2(t)

)

, (2.1.16)

ãäå ìàòðèöû C1(t) è C2(t) íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëå ✭✶✳✸✳✼✮✳
❰÷åâèäíî✱ ÷òî çàìåíà ïåðåìåííîé ✭✷✳✶✳✶✹✮ ñ íåâûðîæäåííîé íåïðå✲

ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé íà I ìàòðèöåé íå íàðóøàåò ñâîéñòâà íà✲
áëþäàåìîñòè✳ ➶ ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì ✷✳✻ ïî òåîðåìå ✷✳✸ ñè✲
ñòåìà ✭✷✳✶✳✶✺✮✱ ✭✷✳✶✳✶✻✮ ❘✲íàáëþäàåìà òîãäà è òîëüêî òîãäà✱ êîãäà
äëÿ ëþáîãî âåêòîðà h ∈ R

n−d åäèíè÷íîé íîðìû

−C⊤
1 (t)Ω(t)h 6≡ 0, (2.1.17)

ãäå Ω(t) ✖ ìàòðèöàíò ñèñòåìû ✭✶✳✶✳✼✮✳
❰áðàòèìñÿ ê ñîïðÿæåííîé ñèñòåìå ✭✶✳✸✳✶✮✳ ➶âèäó ñâÿçè ✭✶✳✸✳✾✮

ìåæäó ðåøåíèÿìè ➘➚Ó ✭✶✳✸✳✶✮ è ✭✶✳✸✳✹✮✱ ✭✶✳✸✳✺✮ ❘✲óïðàâëÿåìîñòü ñè❝✲
òåìû ✭✶✳✸✳✹✮✱ ✭✶✳✸✳✺✮ âëå÷åò çà ñîáîé ❘✲óïðàâëÿåìîñòü ➘➚Ó ✭✶✳✸✳✶✮✳ ➶
ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì ✷✳✺ ïî òåîðåìå ✷✳✶ ➘➚Ó ✭✶✳✸✳✹✮✱ ✭✶✳✸✳✺✮
❘✲óïðàâëÿåìà òîãäà è òîëüêî òîãäà✱ êîãäà

q⊤Ω⊤(t)C1(t) 6≡ 0, (2.1.18)

ãäå q ∈ R
n−d ✖ïðîèçâîëüíûé âåêòîð åäèíè÷íîé íîðìû✳

❰÷åâèäíî✱ ÷òî ñîîòíîøåíèÿ ✭✷✳✶✳✶✼✮ è ✭✷✳✶✳✶✽✮ ñóòü îäíî è òî æå✳
Òåì ñàìûì òåîðåìà äîêàçàíà✳

❮åïîñðåäñòâåííî èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ✷✳✾ âûòåêàåò ñëåä✲
ñòâèå✳

Ñëåäñòâèå ✷✳✶✳ Ïóñòü âûïîëíåíû âñå ïðåäïîëîæåíèÿ òåîðåìû
✶✳✶✳ Ñèñòåìà ✭✶✳✶✳✶✮✱ ✭✶✳✶✳✷✮ R✲íàáëþäàåìà òîãäà è òîëüêî òîãäà✱
êîãäà ïîëíîñòüþ óïðàâëÿåìà ñèñòåìà ✭✶✳✸✳✹✮✳

Ðàññìîòðèì ýêâèâàëåíòíóþ ôîðìó ✭✶✳✸✳✹✮✕✭✶✳✸✳✻✮ äëÿ ñîïðÿæåí✲
íîé ñèñòåìû ✭✶✳✸✳✶✮✱ ✭✶✳✸✳✷✮✳ Ïðåîáðàçóåì âûõîä ✭✶✳✸✳✻✮ ñ ó÷åòîì òîãî✱
÷òî z̃(t) = colon (z1(t), z2(t))✱

ỹ(t) = U⊤(t)

(

r
∑

i=0

(−1)i+1
(

R̃⊤
i (t)z1(t)

)(i)

+
r
∑

i=0

(−1)i+1
(

R̂⊤
i (t)z2(t)

)(i)
)

,

(2.1.19)



✷✳✶✳ ❘✲óïðàâëÿåìîñòü è ❘✲íàáëþäàåìîñòü ✺✺

ãäå
(

R̃⊤
i (t) R̂

⊤
i (t)

)

= R⊤
i (t), i = 0, r.

➘ëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû ✭✶✳✸✳✹✮ èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå ✭✶✳✸✳✷✹✮✱
ïîýòîìó íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ❘✲íàáëþäàåìîñòè äëÿ
ñèñòåìû ✭✶✳✸✳✹✮✱ ✭✷✳✶✳✶✾✮ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

U⊤(t)

(

r
∑

i=0

(−1)i+1
(

Ω−1(t)R̃i(t)
)(i)
)⊤

h 6≡ 0 (2.1.20)

äëÿ ëþáîãî âåêòîðà h ∈ R
n−d åäèíè÷íîé íîðìû✳

➴ñëè ïðè íåêîòîðîì h âûðàæåíèå✱ ñòîÿùåå â ëåâîé ÷àñòè ñîîò✲
íîøåíèÿ ✭✷✳✶✳✷✵✮✱ îòëè÷íî îò íóëÿ ïðè t = t1 èëè ïðè t = t0✱ òî ïî
íåïðåðûâíîñòè îíî îñòàíåòñÿ íå ðàâíûì íóëþ è â íåêîòîðîé ëåâîé
ïîëóîêðåñòíîñòè òî÷êè t1 èëè ïðàâîé ïîëóîêðåñòíîñòè òî÷êè t0 ñîîò✲
âåòñòâåííî✳ Ñëåäîâàòåëüíî✱ ñèñòåìà ✭✶✳✸✳✹✮✱ ✭✷✳✶✳✶✾✮ ❘✲íàáëþäàåìà✱
òîãäà è òîëüêî òîãäà✱ êîãäà

(t−t1)
r(t−t0)

rU⊤(t)

(

r
∑

i=0

(−1)i+1
(

Ω−1(t)R̃i(t)
)(i)
)⊤

h 6≡ 0 (2.1.21)

äëÿ ëþáîãî âåêòîðà h ∈ R
n−d åäèíè÷íîé íîðìû✳

➮ç óñëîâèÿ ✭✷✳✶✳✷✶✮ ñëåäóåò✱ ÷òî ìàòðèöà

t1
∫

t0

Θ⊤(t)Θ(t)dt, (2.1.22)

îáðàòèìà ❬✾✱ ñ✳ ✶✽✽❪✱ ãäå

Θ(t) =

(

r
∑

i=0

(−1)i+1
(

Ω−1(t)R̃i(t)
)(i)
)

U(t)(t− t0)
r(t− t1)

r.



✺✻ ➹ëàâà ✷✳ ❐èíåéíûå ñèñòåìû

➶ ✭✶✳✶✳✼✮ îñóùåñòâèì íåâûðîæäåííóþ çàìåíó ïåðåìåííîé x1(t) =
Ω(t)ξ(t), à çàòåì ïðîèíòåãðèðóåì ýòî óðàâíåíèå â ïðåäåëàõ îò t0 äî
t1✳ ➶ ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

ξ(t1)− ξ(t0) = −

t1
∫

t0

Ω−1(t)

(

r
∑

i=0

R̃i(t) (U(t)u(t))(i)
)

dt. (2.1.23)

Ïîêàæåì✱ ÷òî èç óðàâíåíèÿ ✭✷✳✶✳✷✸✮ ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ξ(t1) è
ξ(t0) ìîæíî íàéòè óïðàâëåíèå u(t)✳ ➶ ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì
✷✳✺ ýòî áóäåò îçíà÷àòü ❘✲óïðàâëÿåìîñòü ñèñòåìû ✭✶✳✶✳✶✮✳

Ïðîèíòåãðèðóåì ïî ÷àñòÿì èíòåãðàë✱ ñòîÿùèé â ïðàâîé ÷àñòè
óðàâíåíèÿ ✭✷✳✶✳✷✸✮✱

ξ(t1)− ξ(t0) = −
r
∑

i=1

Ω−1R̃i(Uu)(i−1)|
t1
t0
+

r
∑

i=2

(Ω−1R̃i)
′(Uu)(i−2)|

t1
t0
+ . . .

. . .+ (−1)r(Ω−1R̃r)
(r−1)Uu|

t1
t0
+

+

t1
∫

t0

(

−Ω−1R̃0 + (Ω−1R̃1)
′ + . . .+ (−1)r+1(Ω−1R̃r)

(r)
)

Uu dt.

(2.1.24)
➶ ✭✷✳✶✳✷✹✮ áóäåì èñêàòü óïðàâëåíèå â âèäå

u(t) = (t− t0)
r(t− t1)

rΘ⊤(t)a, (2.1.25)

ãäå a ✖ íåêîòîðûé ïîñòîÿííûé âåêòîð ïîäõîäÿùåé ðàçìåðíîñòè✳
➶ ðåçóëüòàòå ïîäñòàíîâêè ✭✷✳✶✳✷✺✮ â ✭✷✳✶✳✷✹✮ âñå ñëàãàåìûå â ïðà✲

âîé ÷àñòè ðàâåíñòâà✱ êðîìå ïîñëåäíåãî✱ îáðàòÿòñÿ â íîëü✱ è ìû ïî✲
ëó÷èì óðàâíåíèå

ξ(t1)− ξ(t0) =

t1
∫

t0

Θ(t)Θ⊤(t)dt a. (2.1.26)



✷✳✷✳ Ñòàáèëèçèðóåìîñòü ëèíåéíûõ ➘➚Ó ñ âåêòîðíûì óïðàâëåíèåì ✺✼

Ïóñòü ñîïðÿæåííàÿ ñèñòåìà ✭✶✳✸✳✶✮✱ ✭✶✳✸✳✷✮ ❘✲óïðàâëÿåìà✳ Òîãäà✱
êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå✱ ìàòðèöà ✭✷✳✶✳✷✷✮ îáðàòèìà✳ Ñëåäîâàòåëü✲
íî✱ èç óðàâíåíèÿ ✭✷✳✶✳✷✻✮ âåêòîð a îïðåäåëèòñÿ åäèíñòâåííûì îá✲
ðàçîì äëÿ ëþáûõ ξ(t1) è ξ(t0)✳ ➚ ýòî çíà÷èò✱ ÷òî ñèñòåìà ✭✶✳✶✳✶✮
❘✲óïðàâëÿåìà✳

Òàêèì îáðàçîì✱ äîêàçàíà òåîðåìà✳
Òåîðåìà ✷✳✶✵✳ Ïóñòü âûïîëíåíû âñå ïðåäïîëîæåíèÿ òåîðåìû

✶✳✶✳ ➴ñëè ñèñòåìà ✭✶✳✸✳✶✮✱ ✭✶✳✸✳✷✮ R✲íàáëþäàåìà✱ òî ➘➚Ó ✭✶✳✶✳✶✮
R✲óïðàâëÿåìà✳

✷✳✷ Ñòàáèëèçèðóåìîñòü ëèíåéíûõ ➘➚Ó ñ âåêòîð✲

íûì óïðàâëåíèåì

❰ïðåäåëåíèå ✷✳✽✳ Ðåøåíèå x∗(t) ➘➚Ó ✭✶✳✶✳✶✮ íàçûâàåòñÿ óñòîé✲
÷èâûì ïî ❐ÿïóíîâó ✭êðàòêî✱ óñòîé÷èâûì✮ ïðè t → +∞✱ åñëè äëÿ
ëþáûõ ε > 0 è t0 ∈ I íàéäåòñÿ δ0 = δ0(ε, t0) > 0 òàêîå✱ ÷òî
✶✮ ïðè ëþáûõ ñîãëàñîâàííûõ â òî÷êå t0 íà÷àëüíûõ äàííûõ ✭✶✳✶✳✶✸✮
òàêèõ✱ ÷òî ‖x0 − x∗(t0)‖Rn < δ0✱ âñå ðåøåíèÿ x(t, t0, x0) ñîîòâåòñòâó✲
þùèõ çàäà÷ ✃îøè îïðåäåëåíû íà èíòåðâàëå I0 = [t0,+∞)❀
✷✮ äëÿ ýòèõ ðåøåíèé ïðè t ∈ I0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî ‖x(t, t0, x0)−
x∗(t)‖Rn < ε.

❰ïðåäåëåíèå ✷✳✾✳ Óñòîé÷èâîå ðåøåíèå x∗(t) ➘➚Ó ✭✶✳✶✳✶✮ íàçû✲
âàåòñÿ àñèìòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì ïðè t → +∞✱ åñëè äëÿ ëþáîãî
t0 ∈ I ñóùåñòâóåò δ = δ(t0) ∈ (0, δ0) òàêîå✱ ÷òî âñå ðåøåíèÿ x(t, t0, x0)
➘➚Ó ✭✺✳✶✮ îáëàäàþò ñâîéñòâîì

lim
t→+∞

‖x(t, t0, x0)− x∗(t)‖Rn = 0,

êàê òîëüêî ‖x0 − x∗(t0)‖Rn < δ✳
❰ïðåäåëåíèå ✷✳✶✵✳ ❐èíåéíàÿ ñèñòåìà ➘➚Ó ✭✶✳✶✳✶✮ íàçûâàåòñÿ

óñòîé÷èâîé ✭àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîé✮✱ åñëè âñå åå ðåøåíèÿ ñî✲
îòâåòñòâåííî óñòîé÷èâû ïî ❐ÿïóíîâó ✭àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâû✮
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ïðè t → +∞.

❰ïðåäåëåíèå ✷✳✶✶✳ Óñòîé÷èâàÿ ñèñòåìà ➘➚Ó ✭✶✳✶✳✶✮ íàçûâàåòñÿ
ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâîé✱ åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå ïîëîæèòåëü✲
íûå êîíñòàíòû d0 è α✱ ÷òî äëÿ ëþáîãî t0 ∈ I è ëþáûõ ñîãëàñîâàííûõ
â òî÷êå t0 íà÷àëüíûõ äàííûõ ✭✶✳✶✳✶✸✮ âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà

‖x(t, t0, x0)‖ < d0‖x0‖ exp(−α(t− t0)), t ≥ t0.

❰ïðåäåëåíèå ✷✳✶✷✳ Ñèñòåìó óïðàâëåíèÿ ✭✶✳✶✳✶✮ áóäåì íàçûâàòü
ñòàáèëèçèðóåìîé✱ åñëè ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ ñâÿçü

u(t) = Ω(t)x(t)

✭Ω(t) ✖ íåêîòîðàÿ (l × n)−ìàòðèöà✮ òàêàÿ✱ ÷òî çàìêíóòàÿ ñèñòåìà

A(t)x′(t) + (B(t) + U(t)Ω(t)) x(t) = 0, t ∈ I,

àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà✳

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ñïåöèàëüíîãî âèäà ñî ñêàëÿðíûì óïðàâëå✲
íèåì

x′1(t) + J1(t)x1(t) + b1(t)w(t) = 0, (2.2.1)

x2(t) + J2(t)x1(t) + b2(t)w(t) = 0, (2.2.2)

ãäå J1(t), J2(t) ✖ ìàòðèöû èç ñèñòåìû ✭✶✳✶✳✼✮✱ ✭✶✳✶✳✽✮❀ b1(t) è b2(t)
✖ âåêòîð✲ôóíêöèè ðàçìåðíîñòåé n − d è d ñîîòâåòñòâåííî❀ w(t) ✖
óïðàâëåíèå✳

➘ëÿ ñèñòåìû ✭✷✳✷✳✶✮ íàéäåì ìàòðèöó óïðàâëÿåìîñòè

K(t) = (K0(t) K1(t) . . . Kn−d−1(t)) , (2.2.3)

K0(t) = b1(t), Ki(t) = J1(t)Ki−1(t) +K ′
i−1(t), i = 1, n− d. (2.2.4)

➴ñëè ìàòðèöà K(t) îáðàòèìà íà I ✱ òî îïðåäåëèì ôóíêöèþ

v(t) = K−1(t)Kn−d(t) = colon(v1(t), v2(t), . . . , vn−d(t)). (2.2.5)
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❮àïîìíèì✱ ÷òî íåêîòîðàÿ îáðàòèìàÿ ∀t ∈ I (n × n)✲ìàòðèöà
X(t) ∈ C

1(I) ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé ❐ÿïóíîâà òîãäà è òîëüêî òîãäà✱
êîãäà îíà îãðàíè÷åíà è | detX(t)| ≥ σ = const > 0.

Ïðèâåäåì èçâåñòíûé ðåçóëüòàò î ñòàáèëèçèðóåìîñòè ñèñòåìû âè✲
äà ✭✷✳✷✳✶✮ ❬✾✱ ❝✳ ✸✵✺❪✳

Òåîðåìà ✷✳✶✶✳ Ïóñòü â ✭✷✳✷✳✶✮✿
✶✮ J1(t) ∈ C

n−d−1(I) è b1(t) ∈ C
n−d(I)❀

✷✮ â ✭✷✳✷✳✸✮ K(t) ✖ ìàòðèöà ❐ÿïóíîâà❀
✸✮ â ✭✷✳✷✳✺✮ êàæäàÿ èç ôóíêöèé vi(t) ∈ C

i−1(I) (i = 1, n− d) îãðà✲
íè÷åíà âìåñòå ñî ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè äî ïîðÿäêà i − 1 âêëþ÷è✲
òåëüíî✳

Òîãäà íàéäåòñÿ ñòðîêà

h(t) = (h1(t), h2(t), . . . , hn−d(t))H(t) (2.2.6)

✭H(t) ✖ ìàòðèöà ❐ÿïóíîâà✱ à êàæäàÿ èç ôóíêöèé hi(t) ∈ C
i−1(I)

îãðàíè÷åíà âìåñòå ñî ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè äî ïîðÿäêà i− 1 âêëþ✲
÷èòåëüíî✱ i = 1, n− d✮ òàêàÿ✱ ÷òî çàìêíóòàÿ ñèñòåìà

x′1(t) + (J1(t) + b1(t)h(t)) x1(t) = 0 (2.2.7)

ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâà✳

❰áîçíà÷èì b(t) = colon (b2(t), b1(t)) .

Ïåðåéäåì ê àíàëèçó ñèñòåìû ✭✶✳✶✳✶✮ ñ âåêòîðíûì âõîäîì✱ êîòîðàÿ
â óñëîâèÿõ òåîðåìû ✶✳✶ ýêâèâàëåíòíà â ñìûñëå ðåøåíèé ➘➚Ó ✭✶✳✶✳✼✮✱
✭✶✳✶✳✽✮✳

❮àéäåì óñëîâèÿ✱ ïðè êîòîðûõ ñóùåñòâóþò äîñòàòî÷íî ãëàäêèå
óïðàâëåíèå u(t) è n✲ìåðíàÿ âåêòîð✲ôóíêöèÿ b(t) òàêèå✱ ÷òî âûïîë✲
íåíû ïðåäïîëîæåíèÿ ✷✮✱ ✸✮ òåîðåìû ✶✳✷ è ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

(

G0(t) G1(t) . . . Gr(t)
L0(t) L1(t) . . . Lr(t)

)

colon
(

u(t), u′(t), . . . , u(r)(t)
)

= b(t)w(t),

(2.2.8)
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ãäå w(t) ✖ ëþáîå çàäàííîå äîñòàòî÷íî ãëàäêîå ñêàëÿðíîå óïðàâëå✲
íèå✳

➬àìåòèì✱ ÷òî â ðåçóëüòàòå çàìåíû óïðàâëåíèÿ ✭✷✳✷✳✽✮✱ ➘➚Ó ✭✶✳✶✳✼✮✱
✭✶✳✶✳✽✮ ïðåîáðàçóþòñÿ â ñèñòåìó ✭✷✳✷✳✶✮✱ ✭✷✳✷✳✷✮✳

❰ïðåäåëåíèå ✷✳✶✸✳ Ïîëóîáðàòíîé ìàòðèöåé äëÿ (n × m)✲ìàò✲
ðèöû P (t) íàçûâàåòñÿ (m×n)✲ìàòðèöà✱ îáîçíà÷àåìàÿ P−(t)✱ êîòîðàÿ
ïðè âñåõ t ∈ I óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

P (t)P−(t)P (t) = P (t). (2.2.9)

➬àìå÷àíèå ✷✳✶✳ Ïîëóîáðàòíàÿ îïðåäåëåíà ✭õîòÿ è íååäèíñòâåí✲
íûì îáðàçîì✮ äëÿ ëþáîé ìàòðèöû P (t)✱ ò✳å✳ óðàâíåíèå ✭✷✳✷✳✾✮ ïî✲
òî÷å÷íî âñåãäà ðàçðåøèìî✳ ❰äíàêî✱ P−(t) ìîæåò íå îáëàäàòü íà I

ãëàäêîñòüþ èñõîäíîé ìàòðèöû✳ ➮çâåñòíî ❬✺✷✱ ❝✳ ✹✶❪✱ ÷òî â ñëó÷àå
P (t) ∈ C

s(I)✱ ïîëóîáðàòíàÿ P−(t) ∈ C
s(I) ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëü✲

êî òîãäà✱ êîãäà rankP (t) = const ∀t ∈ I ✳
Ïîñêîëüêó â ✭✶✳✶✳✼✮✱ ✭✶✳✶✳✽✮
(

G0(t) . . . Gr(t)
L0(t) . . . Lr(t)

)

colon
(

u(t), u′(t), . . . , u(r)(t)
)

= R [U(t)u(t)] ,

òî äåéñòâèå îïåðàòîðà ✭✶✳✶✳✶✺✮ íà îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà ✭✷✳✷✳✽✮ ïðèâî✲
äèò ê óðàâíåíèþ

U(t)u(t) = M0(t)b(t)w(t) +M1(t)
d

dt
(b(t)w(t)) ,

êîòîðîå çàïèøåì â âèäå

U(t)u(t) = (M0(t)b(t) +M1(t)b
′(t) M1(t)b(t))

(

w(t)
w′(t)

)

. (2.2.10)

❮åîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ïîòî÷å÷íîé ðàçðåøèìî✲
ñòè óðàâíåíèÿ ✭✷✳✷✳✶✵✮ îòíîñèòåëüíî u(t) ïðè ëþáîé ôóíêöèè w(t)
ÿâëÿþòñÿ òîæäåñòâà

(

E − U(t)U−(t)
)

(M0(t)b(t) +M1(t)b
′(t)) = 0, (2.2.11)
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(

E − U(t)U−(t)
)

M1(t)b(t) = 0 (2.2.12)

❬✸✱ ñ✳ ✶✸❪✳ Ïî çàìå÷àíèþ ✷✳✶✱ åñëè rankU(t) = const, òî íàéäåòñÿ ïî✲
ëóîáðàòíàÿ ìàòðèöà U−(t)✱ îáëàäàþùàÿ òîé æå ãëàäêîñòüþ✱ ÷òî è
U(t)✳ ❮åïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé ïðîâåðÿåòñÿ✱ ÷òî ïðè âûïîë✲
íåíèè óñëîâèé ✭✷✳✷✳✶✶✮✱ ✭✷✳✷✳✶✷✮ âåêòîð✲ôóíêöèÿ

u(t) = U−(t)

(

M0(t)b(t)w(t) +M1(t)
d

dt
(b(t)w(t))

)

(2.2.13)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû ✭✷✳✷✳✶✵✮✳
➘èôôåðåíöèðóÿ ✭✷✳✷✳✶✷✮✱ ïîëó÷èì

(

E − U(t)U−(t)
)

M1(t)b
′(t) = −

d

dt

(

(

E − U(t)U−(t)
)

M1(t)
)

b(t).

(2.2.14)
Ðåçóëüòàòîì ïîäñòàíîâêè ✭✷✳✷✳✶✹✮ â ✭✷✳✷✳✶✶✮✱ ✭✷✳✷✳✶✷✮ áóäåò ñèñòåìà

W (t)b(t) = 0, (2.2.15)

ãäå

W (t) =

(

(

E − U(t)U−(t)
)

M0(t)−
d

dt

(

(

E − U(t)U−(t)
)

M1(t)
)

(E − U(t)U−(t))M1(t)

)

.

(2.2.16)
❰÷åâèäíî✱ ÷òî ñèñòåìà ✭✷✳✷✳✶✺✮ ïîòî÷å÷íî âñåãäà ðàçðåøèìà✳ ➴ñëè

õîòÿ áû â îäíîé òî÷êå rankW (t) < n✱ òî ✭✷✳✷✳✶✺✮ èìååò íåòðèâèàëü✲
íûå ðåøåíèÿ✳ ❰áùåå ðåøåíèå ñèñòåìû èìååò âèä

b(t) =
(

E −W−(t)W (t)
)

g(t), (2.2.17)

ãäå g(t) ✖ ïðîèçâîëüíàÿ n✲ìåðíàÿ ôóíêöèÿ✳
Ñðåäè âñåõ ôóíêöèé b(t) âèäà ✭✷✳✷✳✶✼✮✱ ïîòî÷å÷íî óäîâëåòâîðÿ✲

þùèõ óðàâíåíèþ ✭✷✳✷✳✶✺✮✱ íàéäåì òàêóþ✱ êîòîðàÿ îáåñïå÷èò ñòàáè✲
ëèçèðóåìîñòü ñèñòåìû ✭✷✳✷✳✶✮✱ ò✳å✳ âûïîëíåíèå ïðåäïîëîæåíèé ✷✮✱ ✸✮
òåîðåìû ✷✳✶✶✱ ãäå

b1(t) = (O En−d) b(t).
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Ýòî ìîæíî ñäåëàòü çà ñ÷åò âûáîðà ôóíêöèè g(t)✳ ➶ ÷àñòíîñòè✱ åñëè
W (t) ∈ C

k(I)✱ òî ýëåìåíòû g(t) òàêæå äîëæíû áûòü èç ïðîñòðàíñòâà

C
k(I)✳ ➶ ýòîì ñëó÷àå ïðåäïîëîæåíèå rankW (t) ≡ const ãàðàíòèðóåò✱

÷òî b(t) ∈ C
k(I)✳

➶ ñîîòíîøåíèè ✭✷✳✷✳✽✮ â êà÷åñòâå ôóíêöèè w(t) âîçüìåì óïðàâëå✲
íèå✱ ñòàáèëèçèðóþùåå ñèñòåìó ✭✷✳✷✳✶✮✱ íàïðèìåð✱

w(t) = h(t)x1(t), (2.2.18)

ãäå h(t) èìååò âèä ✭✷✳✷✳✻✮✳ ✃îíñòðóêòèâíûé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ôóíê✲
öèè h(t) ïðåäëîæåí â ❬✾✱ ❝✳ ✷✾✾❪✳

Òåîðåìà ✷✳✶✷✳ Ïóñòü✿
✶✮ A(t), B(t) ∈ C

4(r+1)+n−d(I), U(t) ∈ C
3(r+1)+n−d(I)❀

✷✮ âûïîëíåíû óñëîâèÿ ✷✮✱ ✸✮ òåîðåìû ✶✳✶❀
✸✮ rankU(t) ≡ const❀
✹✮ rankW (t) ≡ const < n❀
✺✮ ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ g(t) ∈ C

3r+2+n−d(I) òàêàÿ✱ ÷òî äëÿ ôóíê✲
öèè b(t) = colon (b2(t), b1(t)) ✭ñì✳ ôîðìóëó ✭✷✳✷✳✶✼✮✮ âûïîëíÿþòñÿ
óñëîâèÿ ✷✮✱ ✸✮ òåîðåìû ✷✳✶✶ è ‖b2(t)‖Rd ≤ k2 = const❀ ‖J2(t)‖ ≤
k1 = const✳

Òîãäà íàéäåòñÿ óïðàâëåíèå âèäà ✭✷✳✷✳✶✸✮ ✭ãäå U−(t) ✖ ëþáàÿ
ïîëóîáðàòíàÿ äëÿ ìàòðèöû U(t) ñ ýëåìåíòàìè èç ïðîñòðàíñòâà

C
3(r+1)+n−d(I)✱ ñòàáèëèçèðóþùåå ñèñòåìó ✭✶✳✶✳✶✮✱ ïðè ýòîì â

✭✷✳✷✳✶✸✮ w(t) ✖ óïðàâëåíèå✱ ñòàáèëèçèðóþùåå ñèñòåìó ✭✷✳✷✳✶✮ ✭ñì✳
✭✷✳✷✳✶✽✮✮✳

➘îêàçàòåëüñòâî✳ Ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû ñëåäóåò èç èçëîæåí✲
íîãî â ýòîì ðàçäåëå ñïîñîáà ïîñòðîåíèÿ óïðàâëåíèÿ u(t)✱ ñòàáèëè✲
çèðóþùåãî ñèñòåìó ✭✶✳✶✳✼✮✱ ✭✶✳✶✳✽✮✳

➮ñïîëüçóÿ ôîðìóëó ✭✷✳✷✳✶✸✮✱ íåòðóäíî óáåäèòüñÿ✱ ÷òî ïðåäïîëî✲
æåíèå ✶✮ òåîðåìû è òðåáîâàíèå íà ãëàäêîñòü ôóíêöèè g(t) îáåñ✲
ïå÷èâàþò âûïîëíåíèå óñëîâèÿ u(t) ∈ C

2r+1(I)✱ ïðèñóòñòâóþùåãî â
ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû ✶✳✶✳
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➴ñëè â ✭✷✳✷✳✶✮✱ ✭✷✳✷✳✷✮ îáðàòíàÿ ñâÿçü w(t) òàêîâà✱ ÷òî çàìêíóòàÿ
ñèñòåìà ✭✷✳✷✳✼✮ ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâà✱ òî óñëîâèÿ îãðàíè÷åííî✲
ñòè âåêòîðà b2(t) è ìàòðèöû J2(t) ãàðàíòèðóþò ýêñïîíåíöèàëüíóþ
óñòîé÷èâîñòü ñèñòåìû ✭✷✳✷✳✶✮✱ ✭✷✳✷✳✷✮✳

Ïî ïîñòðîåíèþ è â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé ✶✳✶✱ óïðàâëåíèå ✭✷✳✷✳✶✸✮
ñòàáèëèçèðóåò è ñèñòåìó ✭✶✳✶✳✶✮✳

Ïðèìåð ✷✳✶✳ Ïîêàæåì✱ ÷òî äëÿ ➘➚Ó




1 + cos t 1− cos t 1
− sin t cos t 1− sin t − sin t

0 0 0



x′(t)+

+





− cos t− sin t 1 + sin t+ cos2 t 0
1 + sin2 t − cos t 0
cos t 1 1



x(t) +





0 0
1 0
0 1



u(t) = 0

(2.2.19)
âûïîëíÿþòñÿ âñå ïðåäïîëîæåíèÿ òåîðåìû ✷✳✶✷✳

❰÷åâèäíî✱ ÷òî óñëîâèÿ ✶✮✕✸✮ èìåþò ìåñòî✳ ❰ïåðàòîð

R =





1 cos t 0
0 1 0
0 0 1



+





0 0 cos t sin t− 1
0 0 sin t
0 0 0





d

dt

ïðåîáðàçóåò ✭✷✳✷✳✶✾✮ â ýêâèâàëåíòíóþ ôîðìó

x′1(t) +

(

0 1 + sin t
1 − cos t

)

x1(t) +

(

cos t 0
1 0

)

u(t)+

+

(

0 cos t sin t− 1
0 sin t

)

u′(t) = 0, (2.2.20)

x2(t) +
(

cos t 1
)

x1(t) +
(

0 1
)

u(t) = 0.

❮åòðóäíî óáåäèòüñÿ✱ ÷òî ëåâûé îáðàòíûé ê îïåðàòîðó R èìååò
âèä

M = M0(t) +M1(t)
d

dt
,



✻✹ ➹ëàâà ✷✳ ❐èíåéíûå ñèñòåìû

ãäå

M0(t) =





1 − cos t 0
0 1 0
0 0 1



 , M1(t) =





0 0 1
0 0 − sin t
0 0 0



 . (2.2.21)

➶ êà÷åñòâå ïîëóîáðàòíîé äëÿ U(t) =





0 0
1 0
0 1



 ìîæíî âçÿòü ìàò✲

ðèöó

U−(t) =

(

0 1 0
0 0 1

)

,

òîãäà

E − U(t)U−(t) =





1 0 0
0 0 0
0 0 0



 .

Ïî ôîðìóëå ✭✷✳✷✳✶✻✮ ñ ó÷åòîì ✭✷✳✷✳✷✶✮ íàéäåì ìàòðèöó

W (t) =

















1 − cos t 0
0 0 0
0 0 0
0 0 1
0 0 0
0 0 0

















.

❰÷åâèäíî✱ ÷òî rankW (t) = 2 < n = 3 è

W−(t) =





1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0



 .

➶ ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé ✭✷✳✷✳✶✼✮

b(t) =





0 cos t 0
0 1 0
0 0 0









g1(t)
g2(t)
g3(t)



 =





g2(t) cos t
g2(t)
0



 ,



✷✳✸✳ ➘åòåêòèðóåìîñòü ✻✺

ãäå gi(t) ✖ íåêîòîðûå ñêàëÿðíûå ôóíêöèè✳ Òàêèì îáðàçîì✱

b2(t) ≡ 0, b1 =

(

g2(t) cos t
g2(t)

)

.

Ïîñêîëüêó â ✭✷✳✷✳✷✵✮ J1(t) =

(

0 1 + sin t
1 − cos t

)

✱ òî ìàòðèöà óï✲

ðàâëÿåìîñòè äëÿ ñèñòåìû ✭✷✳✷✳✷✵✮ èìååò âèä ✭ñì✳ ✭✷✳✷✳✹✮✱ ✭✷✳✷✳✸✮✮

K(t) =

(

g2(t) cos t g2(t)(1 + sin t) + d
dt
(g2(t) cos t)

g2(t) 0

)

,

ïðè ýòîì detK(t) = g22(t)+ g2(t)g
′
2(t) cos t. Ïîëîæèì g2(t) = 1✱ òîãäà

K(t) =

(

cos t 1
1 0

)

è detK(t) = 1✳ ❒îæíî íàéòè ôóíêöèþ ✭✷✳✷✳✺✮✿

v(t) =

(

1
− cos t

)

.

➮òàê✱ óðàâíåíèå ✭✷✳✷✳✷✵✮ ïðèîáðåòàåò âèä
(

1 0
0 1

)

x′(t) +

(

0 1 + sin t
1 − cos t

)

x(t) +

(

cos t
1

)

w(t) = 0. (2.2.22)

❰÷åâèäíî✱ ÷òî äëÿ ñèñòåìû ✭✷✳✷✳✷✷✮ âûïîëíÿþòñÿ âñå óñëîâèÿ òåî✲
ðåìû ✷✳✶✶✱ ñîãëàñíî êîòîðîé ýòà ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ñòàáèëèçèðóåìîé✳

Òàêèì îáðàçîì✱ äëÿ ➘➚Ó ✭✷✳✷✳✶✾✮ èìåþò ìåñòî ïðåäïîëîæåíèÿ
òåîðåìû ✷✳✶✷✳ Óïðàâëåíèå ✭✷✳✷✳✶✸✮✱ ñòàáèëèçèðóþùåå ➘➚Ó ✭✷✳✷✳✶✾✮✱

â äàííîì ñëó÷àå èìååò âèä u(t) =

(

1
0

)

w(t), ãäå w(t) ✖ óïðàâëåíèå

âèäà ✭✷✳✷✳✶✽✮✱ ñòàáèëèçèðóþùåå ñèñòåìó ✭✷✳✷✳✷✷✮✳

✷✳✸ ➘åòåêòèðóåìîñòü

Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ñèñòåìó

A(t)x′(t) + B(t)x(t) = 0, t ∈ I, (2.3.1)



✻✻ ➹ëàâà ✷✳ ❐èíåéíûå ñèñòåìû

ñ äîñòàòî÷íî ãëàäêèìè êîýôôèöèåíòàìè è íàáëþäàåìûì ñêàëÿðíûì
âûõîäîì

y(t) = c⊤(t)x(t), (2.3.2)

ãäå c(t) ✖ çàäàííàÿ n✲ìåðíàÿ âåêòîð✲ôóíêöèÿ✳ ➶ óñëîâèÿõ òåîðå✲
ìû ✶✳✷✱ ïîäåéñòîâàâ îïåðàòîðîì ✭✶✳✶✳✹✮ íà ñèñòåìó ✭✷✳✸✳✶✮✱ ✭✷✳✸✳✷✮✱
ïîëó÷èì

(

O O

En−d O

)(

x′1(t)
x′2(t)

)

+

(

J2(t) Ed

J1(t) O

)(

x1(t)
x2(t)

)

= 0 (2.3.3)

èëè
x′1(t) + J1(t)x1(t) = 0, (2.3.4)

x2(t) + J2(t)x1(t) = 0, (2.3.5)

y(t) = (c⊤1 (t) c⊤2 (t))

(

x1(t)
x2(t)

)

, (2.3.6)

ãäå J1(t), J2(t) îïðåäåëÿþòñÿ èç ✭✶✳✶✳✶✷✮✱

colon(x1(t) x2(t)) = Q1x(t), colon(c1(t) c2(t)) = (Q−1
1 )⊤c(t),

(2.3.7)
Q1 ✖ ìàòðèöà ïåðåñòàíîâîê èç ✶✳✶✳✾✳

Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèå x2(t) = −J2(t)x1(t)✱ ïîëó÷åííîå èç ✭✷✳✸✳✺✮✱
â ðàâåíñòâî ✭✷✳✸✳✻✮✱ ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ âûõîäíîé ôóíêöèè✱ íå
çàâèñÿùåå îò x2(t)✱

y(t) =
(

c⊤1 (t)− c⊤2 (t)J2(t)
)

x1(t). (2.3.8)

Ïóñòü ôóíêöèÿ y(t) èç ✭✷✳✸✳✷✮ ïîäàåòñÿ íà âõîä ñèñòåìû óïðàâëå✲
íèÿ

Ã(t)z′(t) + B̃(t)z(t) + l(t)u(t) = 0, z(t0) = 0, t0 > 0,

â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå

Ã(t)z′(t) + B̃(t)z(t) + l(t)y(t) = 0, z(t0) = 0, (2.3.9)



✷✳✸✳ ➘åòåêòèðóåìîñòü ✻✼

ãäå Ã(t), B̃(t) ✖ (n×n)✲ìàòðèöû✱ à l(t) ✖ n✲ìåðíûé âåêòîð✲ñòîëáåö✱
íåïðåðûâíûå íà I ✱ t0 ✖ ôèêñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè✳

❰áîçíà÷èì
e(t) = x(t)− z(t), (2.3.10)

ãäå e(t) ∈ C
1(I)✳

❰ïðåäåëåíèå ✷✳✶✹✳ ➹îâîðÿò✱ ÷òî ñèñòåìà ✭✷✳✸✳✾✮ àñèìïòîòè÷å✲
ñêè îöåíèâàåò ñîñòîÿíèå ñèñòåìû ✭✷✳✸✳✶✮✱ ✭✷✳✸✳✷✮ åñëè äëÿ ëþáîãî
ðåøåíèÿ x(t) ñèñòåìû ✭✷✳✸✳✶✮ ñïðàâåäëèâî ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå
e(t) → 0 ïðè t → ∞✳

➮ç ✭✷✳✸✳✷✮ ñëåäóåò

e′(t) = x′(t)− z′(t). (2.3.11)

Ïîëîæèì â ✭✷✳✸✳✾✮ Ã(t) = A(t)✳ Óìíîæèì ✭✷✳✸✳✶✶✮ ñëåâà íà A(t)✱ à
çàòåì â ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ïîäñòàâèì

A(t)x′(t) = −B(t)x(t), A(t)z′(t) = −B̃(t)z(t)− l(t)y(t).

➶ ðåçóëüòàòå áóäåì èìåòü

A(t)e′(t) = −B(t)x(t)− B̃(t)(e(t)− x(t)) + l(t)c⊤(t)x(t). (2.3.12)

Ïóñòü B̃(t) = B(t)− l(t)c⊤(t)✱ òîãäà óðàâíåíèå ✭✷✳✸✳✶✷✮ ïðèìåò âèä

A(t)e′(t) +
(

B(t)− l(t)c⊤(t)
)

e(t) = 0. (2.3.13)

➚ñèìïòîòè÷åñêîå îöåíèâàíèå ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû ✭✷✳✸✳✶✮✱ ✭✷✳✸✳✷✮ ñ
ïîìîùüþ ñèñòåìû ✭✷✳✸✳✾✮ âîçìîæíî✱ êîãäà äëÿ íåêîòîðîé âåêòîð✲
ôóíêöèè l(t) ñèñòåìà ✭✷✳✸✳✶✸✮ àñèìòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà✳

❰ïðåäåëåíèå ✷✳✶✺✳ Ñèñòåìà ✭✷✳✸✳✶✮✱ ✭✷✳✸✳✷✮ íàçûâàåòñÿ äåòåêòè✲
ðóåìîé✱ åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ n✲ìåðíàÿ âåêòîð✲
ôóíêöèÿ l(t)✱ ÷òî ñèñòåìà ✭✷✳✸✳✶✸✮ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà✳

Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû ✭✷✳✸✳✶✮ âûïîëíåíû âñå ïðåäïîëîæåíèÿ òåîðå✲
ìû ✶✳✷ ïðè r = 1✳ Òîãäà îïåðàòîð ✭✶✳✶✳✶✻✮ áóäåò èìåòü âèä

R = R0(t). (2.3.14)



✻✽ ➹ëàâà ✷✳ ❐èíåéíûå ñèñòåìû

Ïîäåéñòâîâàâ îïåðàòîðîì ✭✷✳✸✳✶✹✮ íà ➘➚Ó ✭✷✳✸✳✶✸✮✱ ïîëó÷èì ñèñòåìó
(

e′1(t) + J1(t)e1(t)
e2(t) + J2(t)e1(t)

)

−R0(t)l(t)c
⊤(t)e(t) = 0, (2.3.15)

ãäå
colon(e1(t) e2(t)) = Q1e(t), (2.3.16)

e1(t) è e2(t) èìåþò ðàçìåðíîñòè n− d è d ñîîòâåòñòâåííî✱ Q1 ✖ ìàò✲
ðèöà ïåðåñòàíîâîê èç ✭✶✳✶✳✾✮❀ J1(t), J2(t) îïðåäåëÿþòñÿ èç ✭✶✳✶✳✶✷✮✳

Ïîëîæèì â ✭✷✳✸✳✶✺✮

R0(t)l(t) = l̃(t), (2.3.17)

ãäå l̃(t)✖ íåêîòîðàÿ n✲ìåðíàÿ âåêòîð✲ôóíêöèÿ èç ïðîñòðàíñòâàC1(I)✳
Òîãäà óðàâíåíèå ✭✷✳✸✳✶✺✮ ïðèìåò âèä

(

e′1(t) + J1(t)e1(t)
e2(t) + J2(t)e1(t)

)

− l̃(t)c⊤(t)e(t) = 0. (2.3.18)

Ôóíêöèþ l̃(t) áóäåì èñêàòü â âèäå l̃(t) =

(

l̃1(t)
0

)

✱ ãäå l̃1(t) ✖ ïîêà

íåèçâåñòíàÿ (n− d)✲ìåðíàÿ âåêòîð✲ôóíêöèÿ✳ Òîãäà ñèñòåìà ✭✷✳✸✳✶✽✮
ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

e′1(t) + J1(t)e1(t)− l̃1(t)(c
⊤
1 (t)e1(t) + c⊤2 (t)e2(t)) = 0, (2.3.19)

e2(t) + J2(t)e1(t) = 0, (2.3.20)

ãäå c1(t), c2(t) îïðåäåëÿþòñÿ èç ✭✷✳✸✳✼✮✳
➮ç ✭✷✳✸✳✷✵✮ íàéäåì e2(t) = −J2(t)e1(t) è ïîäñòàâèì â óðàâíåíèå

✭✷✳✸✳✶✾✮

e′1(t) +
(

J1(t)− l̃1(t)(c
⊤
1 (t)− c⊤2 (t)J2(t))

)

e1(t) = 0. (2.3.21)

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ✷✳✶✺✱ ñèñòåìà ✭✷✳✸✳✹✮✱ ✭✷✳✸✳✽✮ áóäåò äåòåêòèðó✲
åìîé✱ åñëè íàéäåòñÿ òàêàÿ âåêòîð✲ôóíêöèÿ l̃1(t)✱ ÷òî ñèñòåìà ✭✷✳✸✳✷✶✮



✷✳✸✳ ➘åòåêòèðóåìîñòü ✻✾

áóäåò àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà✳ ➪óäåì ñòðîèòü l̃1(t) â ✭✷✳✸✳✷✶✮ ïî
àëãîðèòìó✱ ïðåäëîæåííîìó â ❬✾✱ ñ✳ ✸✶✸✲✸✶✹❪ äëÿ ñèñòåìû✱ ðàçðåøåí✲
íîé îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé✳

Ñôîðìóëèðóåì òåîðåìó ❬✾✱ ñ✳ ✸✶✹❪✱ ïðåäñòàâëÿþùóþ ñîáîé äîñòà✲
òî÷íîå óñëîâèå äåòåêòèðóåìîñòè ïðèìåíèòåëüíî ê ñèñòåìå ✭✷✳✸✳✹✮✱
✭✷✳✸✳✽✮✳ ➘ëÿ ýòîãî îïðåäåëèì ìàòðèöó íàáëþäàåìîñòè äëÿ ñèñòåìû
✭✷✳✸✳✹✮

S(t) = colon(S0(t) S1(t) . . . Sn−d−1(t)), (2.3.22)

ãäå

S0(t) = c⊤1 (t)− c⊤2 (t)J2(t), Si(t) = −Si−1(t)J1(t) + S ′
i−1

i = 1, . . . , n− d. (2.3.23)

➴ñëè ìàòðèöà S(t) îáðàòèìà✱ îïðåäåëèì âåêòîð✲ôóíêöèþ

ω(t) = S−1(t)Sn−d(t) = colon(ω1(t), . . . , ωn−d(t)), (2.3.24)

ãäå ωi(t)(i = 1, . . . , n− d) ✖ ñêàëÿðíûå ôóíêöèè✳
Òåîðåìà ✷✳✶✸✳ Ïóñòü✿

✶✮ J1(t) ∈ C
n−d−1(I); c(t), J2(t) ∈ C

n−d(I)❀
✷✮ â ✭✷✳✸✳✷✷✮ S(t) ✖ ìàòðèöà ❐ÿïóíîâà❀
✸✮ â ✭✷✳✸✳✷✹✮ ôóíêöèè ωi(t) i− 1 ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû
è îãðàíè÷åíû íà I âìåñòå ñî ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè äî i−1 ïîðÿäêà
âêëþ÷èòåëüíî✳

Òîãäà ñèñòåìà ✭✷✳✸✳✹✮✱ ✭✷✳✸✳✽✮ äåòåêòèðóåìà✳
➮ñïîëüçóåì òåîðåìó ✷✳✶✸ äëÿ ïîëó÷åíèÿ óñëîâèé äåòåêòèðóåìî✲

ñòè ➘➚Ó ✭✷✳✸✳✶✮✱ ✭✷✳✸✳✷✮✳
Òåîðåìà ✷✳✶✹✳ Ïóñòü✿

✶✮ A(t) ∈ C
1(I);B(t), c(t) ∈ C

n−d(I)❀
✷✮ âûïîëíåíû óñëîâèÿ ✷✮✖✹✮ òåîðåìû ✶✳✷ ïðè r = 1❀
✸✮ âûïîëíåíû óñëîâèÿ ✷✮✱ ✸✮ òåîðåìû ✷✳✶✸❀
✹✮ ‖J2(t)‖ ≤ k = const, t ∈ I✳
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Òîãäà ñèñòåìà ✭✷✳✸✳✶✮✱ ✭✷✳✸✳✷✮ äåòåêòèðóåìà✳

➘îêàçàòåëüñòâî✳ ➶ ñâÿçè ñ ïðåäïîëîæåíèÿìè ✶✮✱ ✸✮ äëÿ ñèñòå✲
ìû ✭✷✳✸✳✹✮✱ ✭✷✳✸✳✽✮ âûïîëíÿþòñÿ âñå óñëîâèÿ òåîðåìû ✷✳✶✸✱ â ñîîò✲
âåòñòâèè ñ êîòîðîé ñèñòåìà ✭✷✳✸✳✹✮✱ ✭✷✳✸✳✽✮ ÿâëÿåòñÿ äåòåêòèðóåìîé✳
Ýòî îçíà÷àåò✱ ÷òî íàéäåòñÿ âåêòîð✲ôóíêöèÿ l̃1(t) òàêàÿ✱ ÷òî ñèñòåìà
✭✷✳✸✳✷✶✮ áóäåò àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà✳ Óñëîâèå ✹✮ òåîðåìû ãà✲
ðàíòèðóåò✱ ÷òî â ýòîì ñëó÷àå áóäåò àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà ñè✲
ñòåìà ✭✷✳✸✳✷✵✮✱ à ñëåäîâàòåëüíî è ñèñòåìà ✭✷✳✸✳✶✾✮✳ Òîãäà ïðè l̃(t) =
(

l̃1(t)
O

)

áóäåò àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà è ñèñòåìà ✭✷✳✸✳✶✽✮✳ ➶ ñäå✲

ëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ñóùåñòâóåò îïåðàòîð ✭✶✳✶✳✶✽✮ ✖ ëåâûé îá✲
ðàòíûé äëÿ îïåðàòîðà ✭✶✳✶✳✶✻✮✳ Ïîäåéñòâîâàâ îïåðàòîðîì ✭✶✳✶✳✶✽✮ íà
óðàâíåíèå ✭✷✳✸✳✶✼✮✱ íàéäåì âåêòîð l(t)✿

M[R0(t)l(t)] = l(t) = M[l̃(t)], (2.3.25)

êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì✳ Ïî ïîñòðîåíèþ ñèñòå✲
ìû ✭✷✳✸✳✶✸✮ è ✭✷✳✸✳✶✽✮ ýêèâàëåíòíû â ñìûñëå óñòîé÷èâîñòè✳ Òàêèì
îáðàçîì✱ âûáèðàÿ l(t) ñîãëàñíî ✭✷✳✸✳✷✺✮✱ ãàðàíòèðóåì✱ ÷òî ñèñòåìà
✭✷✳✸✳✶✸✮ áóäåò òàêæå àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà✳ Ñîãëàñíî îïðåäå✲
ëåíèþ ✷✳✶✺ ýòî îçíà÷àåò äåòåêòèðóåìîñòü ñèñòåìû ✭✷✳✸✳✶✮✱ ✭✷✳✸✳✷✮✳
Òåîðåìà äîêàçàíà✳

✷✳✹ Ïðèâîäèìîñòü äèôôåðåíöèàëüíî✲àëãåáðàè÷åñ✲

êèõ óðàâíåíèé

❰ïðåäåëåíèå ✷✳✶✻✳ Ñèñòåìà ✭✷✳✸✳✶✮ íàçûâàåòñÿ ïðèâîäèìîé✱ åñëè

ñóùåñòâóåò îïåðàòîð N =
r
∑

j=0

Nj(t)

(

d

dt

)j

ñ íåïðåðûâíûìè íà I

êîýôôèöèåíòàìè Nj(t)✱ îáëàäàþùèé ëåâûì îáðàòíûì îïåðàòîðîì✱
è ìàòðèöà ❐ÿïóíîâà V (t) òàêèå✱ ÷òî äåéñòâèå îïåðàòîðà N è çàìåíà



✷✳✹✳ Ïðèâîäèìîñòü äèôôåðåíöèàëüíî✲àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ✼✶

ïåðåìåííîé
x(t) = V (t) colon(ξ1(t), ξ2(t))

ïðåîáðàçóþò ➘➚Ó ✭✷✳✸✳✶✮ ê âèäó
(

O O

En−d O

)(

ξ′1(t)
ξ′2(t)

)

+

(

O Ed

−H O

)(

ξ1(t)
ξ2(t)

)

= 0, t ∈ I, (2.4.1)

ãäå H ✖ (n− d)× (n− d)✲ïîñòîÿííàÿ ìàòðèöà✳
❐åììà ✷✳✶✳ Ïóñòü â ✭✷✳✸✳✸✮ J1(t) ∈ C(I), J2(t) ∈ C

1(I)✳ ➘ëÿ
òîãî ÷òîáû ñèñòåìà ✭✷✳✸✳✸✮ áûëà ïðèâîäèìà✱ íåîáõîäèìî è äîñòà✲
òî÷íî âûïîëíåíèÿ óñëîâèé✿
✐✮ íåêîòîðàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà X(t) ñèñòåìû

x′1(t) + J1(t)x1(t) = 0, (2.4.2)

ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

X(t) = U(t)etH , (2.4.3)

ãäå U(t) ✖ ìàòðèöà ❐ÿïóíîâà✱ H ✖ ïîñòîÿííàÿ (n− d)× (n− d)✲
ìàòðèöà❀
✐✐✮ ìàòðèöà J2(t)U(t) îãðàíè÷åíà íà I âìåñòå ñî ñâîåé ïðîèçâîä✲
íîé✳

➘îêàçàòåëüñòâî✳ ➘îñòàòî÷íîñòü✳ ➶ ñèëó óñëîâèÿ i)✱ ïî òåîðåìå
➴ðóãèíà ❬✶✽❪ ñèñòåìà ✭✷✳✹✳✷✮ ïðèâîäèìà✳ ➚ èìåííî✱ çàìåíà ïåðåìåí✲
íûõ x1(t) = U(t)ξ1(t), ✭ãäå U(t) = X(t)e−tH✮ è ïîñëåäóþùåå óìíîæå✲
íèå ñëåâà íà ìàòðèöó etHX−1(t) ïðåîáðàçóåò ñèñòåìó ✭✷✳✹✳✷✮ ê âèäó

ξ′1(t)−Hξ1(t) = 0.

Ñäåëàåì â ✭✷✳✸✳✸✮ çàìåíó ïåðåìåííûõ
(

x1(t)
x2(t)

)

= V (t)

(

ξ1(t)
ξ2(t)

)

, ãäå V (t) =

(

X(t)e−tH O

−J2(t)X(t)e−tH Ed

)

,

à çàòåì óìíîæèì ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó ñëåâà íà ìàòðèöó
(

Ed O

O etHX−1(t)

)

. ➶ ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñèñòåìó âèäà ✭✷✳✹✳✶✮✳ ➶

ñèëó ïðåäïîëîæåíèé i) è ii) ìàòðèöà V (t) áóäåò ìàòðèöåé ❐ÿïóíîâà✳
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Òàêèì îáðàçîì✱ ñèñòåìà ✭✷✳✸✳✸✮ ïðèâîäèìà ñ îáðàòèìûì îïåðàòî✲
ðîì

N =

(

etHX−1(t) O

O Ed

)

.

➘îñòàòî÷íîñòü äîêàçàíà✳

❮åîáõîäèìîñòü✳ Ïóñòü ñèñòåìà ✭✷✳✸✳✸✮ ïðèâîäèìà✳ ➮ç ñòðóêòóðû
ýòîé ñèñòåìû ñëåäóåò✱ ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà ✭✷✳✹✳✷✮ òàêæå áóäåò
ïðèâîäèìà✳ Ïî òåîðåìå ➴ðóãèíà îäíà èç ôóíäàìåíòàëüíûõ ìàòðèö
ñèñòåìû ✭✷✳✹✳✷✮ èìååò âèä ✭✷✳✹✳✸✮✱ ñëåäîâàòåëüíî✱ óñëîâèå i) âûïîë✲
íÿåòñÿ✳

❰ñóùåñòâèì â ✭✷✳✸✳✸✮ ïðåîáðàçîâàíèå ❐ÿïóíîâà x1(t) = U(t)ξ1(t)
✭U(t) ✖ ìàòðèöà èç ✭✷✳✹✳✸✮✮✳ ➶ ðåçóëüòàòå ïîñëåäóþùåãî óìíîæåíèÿ

ñëåâà íà ìàòðèöó

(

Ed O

O U−1(t)

)

ïîëó÷èì ➘➚Ó

(

O O

En−d O

)(

ξ′1(t)
x′2(t)

)

+

(

J2(t)U(t) Ed

−H O

)(

ξ1(t)
x2(t)

)

= 0. (2.4.4)

➶ ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ñèñòåìà ✭✷✳✹✳✹✮ òàêæå áóäåò ïðèâî✲
äèìà✱ ò✳å✳ íàéäåòñÿ ìàòðèöà ❐ÿïóíîâà G(t) âèäà

G(t) =

(

En−d O

G1(t) G2(t)

)

,

òàêàÿ✱ ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå colon (ξ1, x2) = G(t) colon (ξ1, ξ2) ïðèâî✲
äèò ñèñòåìó ✭✷✳✹✳✹✮ ê âèäó ✭✷✳✹✳✶✮✳ ➮íà÷å ãîâîðÿ✱ ìàòðèöà G(t) äîëæ✲
íà óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ

(

J2(t)U(t) Ed

−H O

)(

En−d O

G1(t) G2(t)

)

=

(

O Ed

−H O

)

,

îòêóäà åäèíñòâåííûì îáðàçîì íàõîäÿòñÿ áëîêè G1(t) è G2(t)

G1(t) = −J2(t)U(t), G2(t) = Ed.
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Ïîñêîëüêó G(t) ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé ❐ÿïóíîâà✱ òî èç åå ñòðóêòóðû
âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü óñëîâèÿ ii)✳

Òåîðåìà ✷✳✶✺✳ Ïóñòü A(t), B(t) ∈ C
2r+1(I) è âûïîëíåíî ïðåä✲

ïîëîæåíèå ✷✮ ëåììû ✶✳✷✳ ➘ëÿ òîãî ÷òîáû ñèñòåìà ✭✷✳✸✳✶✮ áûëà
ïðèâîäèìà ñ ìàòðèöåé

V (t) = P

(

V1(t) O

V2(t) Ed

)

, (2.4.5)

✭ãäå V1(t) ✖ (n − d) × (n − d)✲ìàòðèöà ❐ÿïóíîâà❀ V2(t) ∈ C
1(I)

✖ (d × d)✲ìàòðèöà îãðàíè÷åííàÿ íà I âìåñòå ñ ïðîèçâîäíîé❀ P ✖
íåêîòîðàÿ ìàòðèöà ïåðåñòàíîâîê✮ íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âû✲
ïîëíåíèÿ óñëîâèé✿
❛✮ ñóùåñòâóåò îïåðàòîð ✭✶✳✶✳✹✮ ñî ñâîéñòâîì ✭✶✳✶✳✺✮❀
❜✮ îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû ✭✷✳✸✳✶✮ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â
âèäå

x(t) = Q−1
1

(

V1(t) O

V2(t) Ed

)(

etH O

O O

)

c, (2.4.6)

ãäå H ✖ ïîñòîÿííàÿ (n − d) × (n − d)✲ìàòðèöà✱ c ∈ R
n ✖ ïðîèç✲

âîëüíàÿ êîíñòàíòà✱ Q1 ✖ ìàòðèöà ïåðåñòàíîâîê èç ✭✷✳✸✳✼✮✱ V1(t)
è V2(t) òàêèå æå êàê â ✭✷✳✹✳✺✮✳

➘îêàçàòåëüñòâî✳ ❮åîáõîäèìîñòü✳ Ïóñòü ñèñòåìà ✭✷✳✸✳✶✮ ïðèâîäè✲
ìà✱ è ìàòðèöà V (t) èìååò âèä ✭✷✳✹✳✺✮✳ Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ✭✷✳✹✳✶✮✱
ïîëó÷åííóþ èç ✭✷✳✸✳✶✮ â ðåçóëüòàòå äåéñòâèÿ îïåðàòîðà N è çàìåíû
ïåðåìåííûõ x(t) = V (t) colon (ξ1, ξ2)✳ ❰ñóùåñòâèì â ✭✷✳✹✳✶✮ îáðàòíîå
ïðåîáðàçîâàíèå

(

ξ1(t)
ξ2(t)

)

=

(

V −1
1 O

−V2V
−1
1 Ed

)

P−1x(t),

à çàòåì óìíîæèì ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó ñëåâà íà ìàòðèöó

(

Ed O

O V1

)

.
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➶ ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ➘➚Ó
(

O O

En−d O

)(

x′1(t)
x′2(t)

)

+

(

−V2V
−1
1 Ed

V1

(

(

V −1
1

)′
−HV −1

1

)

O

)

(

x1(t)
x2(t)

)

= 0,

(2.4.7)
êîòîðàÿ çàïèñàíà ñ èñïîëüçîâàíèåì îáîçíà÷åíèÿ colon (x1(t), x2(t)) =
P−1x(t). Ñèñòåìà ✭✷✳✹✳✼✮ èìååò âèä ✭✷✳✸✳✸✮✱ ãäå

J1 = V1

(

V −1
1

)′
−HV −1

1 , J2 = −V2V
−1
1 , (2.4.8)

è ïîëó÷åíà èç ✭✷✳✸✳✶✮ äåéñòâèåì îïåðàòîðà

R =

(

Ed O

O V1

)

N .

Ïî òåîðåìå ✶✳✶ ñèñòåìû ✭✷✳✸✳✶✮ è ✭✷✳✸✳✸✮ èìåþò ðåøåíèÿ✱ êîòîðûå
ñâÿçàíû ìàòðèöåé ïåðåñòàíîâîê x(t) = Q−1

1 colon (x1(t), x2(t)) , ïî✲
ýòîìó P = Q−1

1 ✳ ➶ ñâîþ î÷åðåäü✱ ðåøåíèÿ ñèñòåì ✭✷✳✹✳✶✮ è ✭✷✳✸✳✸✮
óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ

(

x1(t)
x2(t)

)

=

(

V1(t) O

V2(t) Ed

)(

ξ1(t)
ξ2(t)

)

.

❰÷åâèäíî✱ ÷òî îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû ✭✷✳✹✳✶✮ èìååò âèä
(

ξ1(t)
ξ2(t)

)

=

(

etH O

O O

)

c,

ãäå c ∈ R
n ✖ ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà✳ Ñëåäîâàòåëüíî✱ îáùåå ðåøå✲

íèå ➘➚Ó ✭✷✳✸✳✶✮ ïðåäñòàâèìî â âèäå ✭✷✳✹✳✻✮✳ ❮åîáõîäèìîñòü äîêàçàíà✳
➘îñòàòî÷íîñòü✳ Ïóñòü èìåþò ìåñòî óñëîâèÿ ❛✮ è ❜✮✳ ❰ïåðàòîð

R ïðåîáðàçóåò ➘➚Ó ✭✷✳✸✳✶✮ ê âèäó ✭✷✳✸✳✸✮✱ ïðè÷åì✱ ïî òåîðåìå ✶✳✶✱
ñèñòåìû ✭✷✳✸✳✶✮ è ✭✷✳✸✳✸✮ ýêâèâàëåíòíû â ñìûñëå ðåøåíèé✳ Óñëîâèå
❜✮ ãàðàíòèðóåò✱ ÷òî îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû ✭✷✳✸✳✸✮ èìååò âèä

(

x1(t)
x2(t)

)

=

(

V1(t) O

V2(t) Ed

)(

etH O

O O

)

c, (2.4.9)



✷✳✹✳ Ïðèâîäèìîñòü äèôôåðåíöèàëüíî✲àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ✼✺

ãäå c ∈ R
n ✖ ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà✳

Ñ äðóãîé ñòîðîíû✱ îáùåå ðåøåíèå ìîæíî íàéòè íåïîñðåäñòâåííî
èç ñèñòåìû ✭✷✳✸✳✸✮✿

(

x1(t)
x2(t)

)

=

(

X(t)
−J2(t)X(t)

)

c, (2.4.10)

ãäå X(t) ✖ íåêîòîðàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ðåøåíèé ïîäñè✲
ñòåìû ✭✷✳✹✳✷✮✳ Ïðèðàâíèâàÿ ïðàâûå ÷àñòè ðàâåíñòâ ✭✷✳✹✳✾✮ è ✭✷✳✹✳✶✵✮✱
ïîëó÷èì

X(t) = V1(t)e
tH , −J2(t)V1(t) = V2(t).

➶ ñèëó ñâîéñòâ ìàòðèö V1 è V2✱ äëÿ ñèñòåìû ✭✷✳✸✳✸✮ âûïîëíåíû âñå
ïðåäïîëîæåíèÿ ëåììû ✷✳✶✱ ñîãëàñíî êîòîðîé ➘➚Ó ✭✷✳✸✳✸✮ ïðèâîäèìà
ê âèäó ✭✷✳✹✳✶✮✳ Ïîñêîëüêó òàêîå ïðèâåäåíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìî✲
ùüþ çàìåíû ïåðåìåííûõ

(

x1(t)
x2(t)

)

=

(

V1(t) O

−J2(t)V1(t) Ed

)(

ξ1(t)
ξ2(t)

)

è óìíîæåíèÿ ñëåâà íà ìàòðèöó Ṽ (t) =

(

Ed O

O V1(t)
−1

)

✭ñì✳ äîêàçà✲

òåëüñòâî íåîáõîäèìîñòè ëåììû ✷✳✶✮✱ òî ñèñòåìà ✭✷✳✹✳✶✮ ïîëó÷åíà èç
✭✷✳✸✳✶✮ ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ ❐ÿïóíîâà

x(t) = Q−1
1

(

x1(t)
x2(t)

)

= Q−1
1

(

V1(t) O

−J2(t)V1(t) Ed

)(

ξ1(t)
ξ2(t)

)

(2.4.11)
è îïåðàòîðà N = Ṽ (t)R . ➶ ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ñïðàâåä✲
ëèâà ëåììà ✶✳✷✱ â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðîé îïåðàòîð R èìååò ëåâûé
îáðàòíûé✳ Ñëåäîâàòåëüíî✱ â ñèëó îáðàòèìîñòè ìàòðèöû Ṽ (t) îïåðà✲
òîð N òàêæå èìååò ëåâûé îáðàòíûé✳ Òàêèì îáðàçîì ñèñòåìà ✭✷✳✸✳✶✮
ïðèâîäèìà ñ ìàòðèöåé âèäà ✭✷✳✹✳✺✮✳



✼✻ ➹ëàâà ✷✳ ❐èíåéíûå ñèñòåìû

✷✳✺ Ïðàâèëüíûå ñèñòåìû

❮àïîìíèì✱ ÷òî äëÿ âåêòîðíî èëè ìàòðè÷íîçíà÷èìîé ôóíêöèè f(t) ∈

C(I) ÷èñëî ✭èëè ñèìâîë −∞ èëè +∞✮

χ[f(t)] = lim
t→∞

1

t
ln ‖f(t)‖ (2.5.1)

íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ïîêàçàòåëåì ôóíêöèè f(t)✳
❰ïðåäåëåíèå ✷✳✶✼✳ ❒íîæåñòâî âñåõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîêà✲

çàòåëåé íåíóëåâûõ ðåøåíèé ñèñòåìû ✭✷✳✸✳✶✮ íàçûâàåòñÿ åå ñïåêòðîì
✭ñì✳ ❬✾✱ ❝✳ ✼✵❪✮✳

Ïðåäïîëîæèì✱ ÷òî äëÿ ➘➚Ó ✭✷✳✸✳✶✮ âûïîëíåíû âñå ïðåäïîëîæå✲
íèÿ ëåììû ✶✳✶✳

❰ïðåäåëåíèå ✷✳✶✽✳ Ñèñòåìà ✭✷✳✸✳✶✮ íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíîé✱ åñ✲
ëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ✿
✶✮ ñóùåñòâóåò îïåðàòîð R âèäà ✭✶✳✶✳✹✮✱ èìåþùèé ëåâûé îáðàòíûé è
îáëàäàþùèé ñâîéñòâîì ✭✶✳✶✳✺✮❀
✷✮ ïîëíûé ñïåêòð ñèñòåìû λ1, λ2, . . . , λη ✭η ≤ n✮ ñîñòîèò èç êîíå÷íûõ
÷èñåë è ñóììà

S =

η
∑

i=1

λi

õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé ðåøåíèé ➘➚Ó ✭✷✳✸✳✶✮✱ âõîäÿùèõ â
íåêîòîðóþ åå íîðìàëüíóþ ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó✱ ñîâïàäàåò ñ
âåëè÷èíîé

limt→∞

1

t

t
∫

t0

Sp B̃(τ)dτ − d,

ãäå

B̃(t) =
{

b̃ij(t)
}n

i,j=1
=

(

O En−d

Ed O

)

R [B(t)]Q1,

Sp B̃(t) =
n
∑

j=1

b̃jj(t) ✖ ñëåä ìàòðèöû B̃(t)✳



✷✳✺✳ Ïðàâèëüíûå ñèñòåìû ✼✼

❐åììà ✷✳✷✳ Ïóñòü âûïîëíåíû âñå ïðåäïîëîæåíèÿ òåîðåìû ✶✳✶
è â ➘➚Ó ✭✷✳✸✳✸✮✿
✶✮ sup

t∈I
‖J1(t)‖ < ∞❀

✷✮ ìàòðèöà J2(t) èìååò ñòðîãèé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîêàçàòåëü
ðàâíûé íóëþ

χ [J2(t)] = lim
t→∞

1

t
ln ‖J2(t)‖ = 0.

Òîãäà ÷èñëî ýëåìåíòîâ ñïåêòðà ➘➚Ó ✭✷✳✸✳✶✮ η = n− d è ïîëíûå
ñïåêòðû ñèñòåì ✭✷✳✸✳✶✮✱ ✭✷✳✸✳✸✮ è ✭✷✳✹✳✷✮ ñîâïàäàþò✳

➘îêàçàòåëüñòâî✳Óñëîâèå ✷✮ ãàðàíòèðóåò✱ ÷òî ïîëíûé ñïåêòð ➘➚Ó
✭✷✳✸✳✸✮ ñîâïàäàåò ñ ïîëíûì ñïåêòðîì åå äèôôåðåíöèàëüíîé ïîäñè✲
ñòåìû ✭✷✳✹✳✷✮✳ ➮ç ïðåäïîëîæåíèÿ ✶✮ ñëåäóåò✱ ÷òî ÷èñëî ýëåìåíòîâ
ñïåêòðà ñèñòåìû ✭✷✳✹✳✷✮ ðàâíî η = n − d✳ ❈ïðàâåäëèâîñòü ëåììû
ñëåäóåò èç òîãî ôàêòà✱ ÷òî ðåøåíèÿ ñèñòåì ✭✷✳✸✳✶✮ è ✭✷✳✸✳✸✮ ñâÿçàíû
ìàòðèöåé ïåðåñòàíîâîê✳

❐åììà ✷✳✸✳ ➶ ïðåäïîëîæåíèÿõ ëåììû ✷✳✷ ñèñòåìà ✭✷✳✸✳✶✮ ïðà✲
âèëüíà òîãäà è òîëüêî òîãäà✱ êîãäà✿

✐✮ ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim
t→∞

1

t

t
∫

t0

Sp B̃(τ)dτ = σ❀

✐✐✮ ñóììà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé ➘➚Ó ✭✷✳✸✳✶✮ S = σ−d✳
➘îêàçàòåëüñòâî✳ Ñîãëàñíî òåîðåìå ✶✳✶ è îïðåäåëåíèþ ✷✳✶✽✱ ñè✲

ñòåìà ✭✷✳✸✳✶✮ ïðàâèëüíà òîãäà è òîëüêî òîãäà✱ êîãäà ïðàâèëüíà ñè✲
ñòåìà ✭✷✳✸✳✸✮✳

Ïîñêîëüêó B̃(t) =

(

J1(t) O

J2(t) Ed

)

, òî Sp B̃(t) = Sp J1(t) + d. Ñëå✲

äîâàòåëüíî✱ óñëîâèå ✐✮ âûïîëíÿåòñÿ â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå✱ êîãäà

ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim
t→∞

1

t

t
∫

t0

Sp J1(τ)dτ = σ1 = σ − d.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ëåììó ✷✳✷✱ ìîæíî çàêëþ÷èòü✱ ÷òî i) è ii)
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïðàâèëü✲



✼✽ ➹ëàâà ✷✳ ❐èíåéíûå ñèñòåìû

íîñòè ñèñòåìû ✭✷✳✹✳✷✮ ❬✶✼✱ ñ✳ ✶✻✻❪✳

❰÷åâèäíî✱ ÷òî â ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ñèñòåìà ✭✷✳✸✳✸✮ ïðà✲
âèëüíà òîãäà è òîëüêî òîãäà✱ êîãäà ïðàâèëüíà åå ïîäñèñòåìà ✭✷✳✹✳✷✮✳
❰òñþäà ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ ëåììû✳

➬àìå÷àíèå ✷✳✷✳ ➮ç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû ✷✳✸ ñëåäóåò✱ ÷òî â
ïðåäïîëîæåíèÿõ ëåììû ✷✳✷ ➘➚Ó ✭✷✳✸✳✶✮ ïðàâèëüíà òîãäà è òîëüêî
òîãäà✱ êîãäà ïðàâèëüíà åå äèôôåðåíöèàëüíàÿ ïîäñèñòåìà ✭✷✳✹✳✷✮✳

Òåîðåìà ✷✳✶✻✳ Ïóñòü âûïîëíåíû âñå ïðåäïîëîæåíèÿ òåîðåìû
✷✳✶✺✳ ➴ñëè ñèñòåìà ✭✷✳✸✳✶✮ ÿâëÿåòñÿ ïðèâîäèìîé ñ ìàòðèöåé V (t)
âèäà ✭✷✳✹✳✺✮ ✭ãäå V1(t) ✖ ìàòðèöà ❐ÿïóíîâà❀ V2(t) ∈ C

1(I) îãðàíè✲
÷åíà íà I âìåñòå ñ ïðîèçâîäíîé❀ P ✖ ìàòðèöà ïåðåñòàíîâîê✮✱ òî
îíà ïðàâèëüíà✳

➘îêàçàòåëüñòâî✳ ❈îãëàñíî òåîðåìå ✷✳✶✺✱ èìåþò ìåñòî óñëîâèÿ ❛✮
è ❜✮✱ ôèãóðèðóþùèå â ôîðìóëèðîâêå ýòîé òåîðåìû✳

➮ç óñëîâèÿ b) ñëåäóåò✱ ÷òî îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû ✭✷✳✸✳✸✮ ìîæåò
áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå ✭✷✳✹✳✾✮✱ ïîýòîìó îáùåå ðåøåíèå äèôôå✲
ðåíöèàëüíîé ïîäñèñòåìû ✭✷✳✹✳✷✮ ìîæíî çàïèñàòü â ôîðìå ✭✷✳✹✳✸✮✱ ãäå
U(t) = V1(t)✳ Ïî òåîðåìå ➴ðóãèíà ñèñòåìà ✭✷✳✹✳✷✮ ïðèâîäèìà è✱ ñëå✲
äîâàòåëüíî✱ ïðàâèëüíà ❬✶✼✱ ñ✳ ✶✻✻❪✳

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå íåîáõîäèìîñòè òåîðåìû ✷✳✶✺ äëÿ ➘➚Ó ✭✷✳✸✳✸✮
áûë ïîëó÷åí âèä ìàòðèö J1(t) è J2(t) ✭✷✳✹✳✽✮✳ Ñâîéñòâà ìàòðèö V1(t)
è V2(t) îáåñïå÷èâàþò âûïîëíåíèå óñëîâèé ✶✮ è ✷✮ ëåììû ✷✳✷✳ ➶ ýòîì
ñëó÷àå✱ ïî çàìå÷àíèþ ✷✳✷✱ ñèñòåìà ✭✷✳✸✳✶✮ áóäåò ïðàâèëüíîé✳

Òåîðåìà ✷✳✶✼✳Ïóñòü âûïîëíåíû âñå ïðåäïîëîæåíèÿ ëåììû ✷✳✷✳
➴ñëè ñèñòåìà ✭✷✳✸✳✶✮ ïðàâèëüíà✱ òî îíà ïðèâîäèìà ñ ìàòðèöåé
V (t) âèäà ✭✷✳✹✳✺✮✱ ãäå ìàòðèöà V1(t) ∈ C

1(I) îáðàòèìà ∀t ∈ I è

χ[V1(t)
±1] = 0, (2.5.2)

V2(t) ∈ C
1(I) è χ[V2(t)] = 0, P ✖ ìàòðèöà ïåðåñòàíîâîê✳

➘îêàçàòåëüñòâî✳ Ïî îïðåäåëåíèþ ✷✳✶✽✱ ñóùåñòâóåò îïåðàòîð R✱
ïðåîáðàçóþùèé ✭✷✳✸✳✶✮ ê âèäó ✭✷✳✸✳✸✮✱ è ñóììà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ



✷✳✺✳ Ïðàâèëüíûå ñèñòåìû ✼✾

ïîêàçàòåëåé ➘➚Ó ✭✷✳✸✳✶✮ ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì

limt→∞

1

t

t
∫

t0

Sp

(

J1(τ) O

J2(τ) Ed

)

dτ − d = limt→∞

1

t

t
∫

t0

Sp J1(τ)dτ.

Ñîãëàñíî ëåììå ✷✳✷✱ ïîëíûå ñïåêòðû ñèñòåìà ✭✷✳✸✳✶✮✱ ✭✷✳✸✳✸✮ è ✭✷✳✹✳✷✮
ñîâïàäàþò✱ ïîýòîìó äèôôåðåíöèàëüíàÿ ïîäñèñòåìà ✭✷✳✹✳✷✮ ïðàâèëü✲
íà✳ ❮à îñíîâàíèè èçâåñòíîãî ôàêòà ❬✾✱ ñ✳ ✶✸✶❪ îòñþäà ñëåäóåò ïðè✲
âîäèìîñòü ñèñòåìû ✭✷✳✹✳✷✮ ñ îáðàòèìîé ∀t ∈ I ìàòðèöåé V1(t) ∈

C
1(I)✱ îáëàäàþùåé ñâîéñòâîì ✭✷✳✹✳✶✷✮✳ ➶ ýòîì ñëó÷àå ➘➚Ó ✭✷✳✸✳✶✮

ñ ïîìîùüþ çàìåíû ïåðåìåííîé ✭✷✳✹✳✶✶✮ è äåéñòâèÿ îïåðàòîðà N =
(

Ed O

O V1(t)
−1

)

R ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó ✭✷✳✹✳✶✮✳ ➶ ñèëó óñëîâèÿ ✷✮

ëåììû ✷✳✷ ìàòðèöà V2(t) = −J2(t)V1(t) èìååò ñòðîãèé õàðàêòåðèñòè✲
÷åñêèé ïîêàçàòåëü ðàâíûé íóëþ✳ Òàêèì îáðàçîì✱ ➘➚Ó ✭✷✳✸✳✶✮ ïðè✲
âîäèìà ñ ìàòðèöåé V (t) âèäà ✭✷✳✹✳✺✮✱ ãäå P = Q−1

1 ✱ à V1(t) è V2(t)
îáëàäàþò íåîáõîäèìûìè ñâîéñòâàìè✳



➹ëàâà ✸

❮åëèíåéíûå ñèñòåìû

✸✳✶ ❐îêàëüíàÿ ❘✲óïðàâëÿåìîñòü â íîëü

Ðàññìîòðèì íåëèíåéíóþ ñèñòåìó

F (t, x(t), x′(t), u(t)) = 0, t ∈ I = (a0 − ε, a0 + ε). (3.1.1)

ãäå det
∂F (t, x, x′, u)

∂x′
≡ 0✱ F (t, x, x′, u) ✖ äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ ôóíê✲

öèÿ ñî çíà÷åíèÿìè âRn è îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D = I×X×R
n×U ✱

U è X ✖ îêðåñòíîñòè òî÷åê u = 0 è x = 0 ñîîòâåòñòâåííî✳ ➚íàëèç
ïðîâîäèòñÿ ïðè äîïóùåíèè✱ ÷òî ôóíêöèÿ F îáëàäàåò ñâîéñòâîì

F (t, 0, 0, 0) = 0 ∀t ∈ I. (3.1.2)

❮àïîìíèì✱ ÷òî â óñëîâèÿõ òåîðåìû ✶✳✸ ➘➚Ó ✭✸✳✶✳✶✮ îáëàäàåò ýê✲
âèâàëåíòíîé â ñìûñëå ðåøåíèé ëîêàëüíîé ñòðóêòóðíîé ôîðìîé

x′1(t) = f1(t, x1(t), u(t), u
′(t), . . . , u(r)(t)), (3.1.3)

x2(t) = f0(t, x1(t), u(t), u
′(t), . . . , u(r)(t)), t ∈ I0 ⊆ I, (3.1.4)

ãäå

(

x1(t)
x2(t)

)

= Q1x(t); I0 = (a0 − ε0, a0 + ε0)✱ 0 < ε0 ≤ ε; ôóíê✲

öèè f1 è f0 îïðåäåëåíû è èìåþò íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå

✽✵
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ïî êàæäîìó èç ñâîèõ àðãóìåíòîâ â I × V ✱ ãäå V ✖ îáëàñòü èçìåíå✲
íèÿ ïåðåìåííûõ x1, u, u

′, . . . , u(r)✱ ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé íåêîòîðóþ
îêðåñòíîñòü òî÷êè 0 ∈ R

n+l(r+1)✳

❰ïðåäåëåíèå ✸✳✶✳ Ñèñòåìà ✭✸✳✶✳✶✮ èëè ñèñòåìà ✭✸✳✶✳✷✮✱ ✭✸✳✶✳✸✮ íà✲
çûâàåòñÿ ëîêàëüíî ❘✲óïðàâëÿåìîé â íîëü íà îòðåçêå T = [t0, t1] ⊂ I0✱
åñëè ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå✱ ÷òî äëÿ ëþáîãî âåêòîðà x0 ∈ R

n−d✿
‖x0‖ < δ íàéäåòñÿ òàêîå äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå u0(t)✱ ÷òî ñóùå✲
ñòâóåò ðåøåíèå ñèñòåìû

x′1(t) = f1(t, x1(t), u0(t), u
′
0(t), . . . , u

(r)
0 (t)), t ∈ T,

óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì x1(t0) = x0, x1(t1) = 0.

➶ îáîçíà÷åíèÿõ

A(t) =
∂F (t, x, y, u)

∂y
(t, 0, 0, 0), B(t) =

∂F (t, x, y, u)

∂x
(t, 0, 0, 0),

U(t) =
∂F (t, x, y, u)

∂u
(t, 0, 0, 0), (3.1.5)

➘➚Ó ✭✶✳✶✳✶✮ áóäåò ñèñòåìîé ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ ñèñòåìû ✭✸✳✶✳✶✮✳

Òîãäà ➘➚Ó

x′1(t) + J1(t)x1(t) +
r
∑

j=0

Lj(t)u
(j)(t) = 0, (3.1.6)

x2(t) + J2(t)x1(t) +
r
∑

j=0

Gj(t)u
(j)(t) = 0, (3.1.7)

áóäåò ñèñòåìîé ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ ➘➚Ó ✭✸✳✶✳✸✮✱ ✭✸✳✶✳✹✮✱ ãäå
(

x1(t)
x2(t)

)

= Q1x(t);

J1(t) = −
∂f1
∂x1

(t, 0, 0, . . . , 0), J2(t) = −
∂f0
∂x1

(t, 0, 0, . . . , 0),
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Li(t) = −
∂f1
∂u(i)

(t, 0, 0, . . . , 0), Gi(t) = −
∂f0
∂u(i)

(t, 0, 0, . . . , 0), i = 0, r.

(3.1.8)
❐åììà ✸✳✶✳ Ïóñòü✿

✶✮ ôóíêöèè f1(t, x1, u, u
′, . . . , u(r)) è f0(t, x1, u, u

′, . . . , u(r)) îïðåäåëå✲
íû è èìåþò íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî êàæäîìó èç ñâî✲
èõ àðãóìåíòîâ â îáëàñòè T × V❀
✷✮ f1(t, 0, 0, . . . , 0) = 0, f0(t, 0, 0, . . . , 0) = 0 ∀t ∈ T ❀
✸✮ ñèñòåìà ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ ✭✸✳✶✳✻✮✱ ✭✸✳✶✳✼✮ ➘➚Ó ✭✸✳✶✳✸✮✱ ✭✸✳✶✳✹✮
❘✲óïðàâëÿåìà íà îòðåçêå T ✳

Òîãäà ñèñòåìà ✭✸✳✶✳✸✮✱ ✭✸✳✶✳✹✮ ëîêàëüíî ❘✲óïðàâëÿåìà â íîëü íà
îòðåçêå T ✳

➘îêàçàòåëüñòâî✳ Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ✭✸✳✶✳✻✮✳ ➶ûáåðåì (n − d)✲
ìåðíûå âåêòîðû pi = colon (0, . . . , 0, σi, 0, . . . , 0)✱ ãäå σi 6= 0 ✖
i✕àÿ êîìïîíåíòà✳ Òîãäà âåêòîðû pi✱ i = 1, n− d, áóäóò ëèíåéíî íåçà✲
âèñèìû â Rn−d✳ Óñëîâèå ✸✮ ëåììû îçíà÷àåò✱ ÷òî ñèñòåìà ✭✸✳✶✳✻✮ ïîë✲
íîñòüþ óïðàâëÿåìà íà îòðåçêå T ✳ Ïî îïðåäåëåíèþ ✷✳✶ äëÿ êàæäîãî
i = 1, n− d íàéäåòñÿ óïðàâëåíèå vi(t) ∈ C

r(T )✱ ãàðàíòèðóþùåå ñó✲
ùåñòâîâàíèå åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû

x′1(t) = J1(t)x1(t) +
r
∑

j=0

Lj(t)v
(j)
i (t), (3.1.9)

óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèÿì

x1(t0) = pi, x1(t1) = 0. (3.1.10)

Ôîðìàëüíî ïîñòðîèì óïðàâëåíèå

u(t, µ) =
n−d
∑

i=1

µivi(t), (3.1.11)

ãäå (µ1, . . . , µn−d) = µ ✖ íåèçâåñòíûå ïàðàìåòðû✳ ➬àìåòèì✱ ÷òî ïðè
äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê íóëþ çíà÷åíèÿõ µi óïðàâëåíèå ✭✸✳✶✳✶✶✮ áóäåò
äîïóñòèìûì ✭ñì✳ îïðåäåëåíèå ✶✳✽✮✳
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❰÷åâèäíî✱ ÷òî ðåøåíèå x1(t, µ) çàäà÷è

x1(t1) = 0 (3.1.12)

äëÿ ñèñòåìû

x′1(t, µ) = f1(t, x1(t), u(t, µ), u
′(t, µ), . . . , u(r)(t, µ)), (3.1.13)

ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî ïðè ëþáûõ äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê íóëþ
çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ✳ ➶ ÷àñòíîñòè✱ ïðè µ = 0✱ x1(t, 0) ≡ 0 íà T ✳
✃ðîìå òîãî✱ ôóíêöèÿ x1(t, µ) â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ ✶✮ ëåììû áóäåò
èìåòü íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî µ1, . . . , µn−d✳

Ïîêàæåì✱ ÷òî ïàðàìåòð µ â ✭✸✳✶✳✶✶✮ ìîæíî âûáðàòü òàêèì îáðà✲
çîì✱ ÷òî ðåøåíèå ñèñòåìû ✭✸✳✶✳✶✸✮ áóäåò óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ

x1(t0, µ) = x0 (3.1.14)

ïðè ëþáîì âåêòîðå x0 ∈ R
n−d äîñòàòî÷íî áëèçêîì ïî íîðìå ê íóëþ✳

Òåì ñàìûì ëåììà áóäåò äîêàçàíà✳
Ïðîäèôôåðåíöèðóåì òîæäåñòâî ✭✸✳✶✳✶✸✮ ïî µ✿

d

dt

∂x1(t, µ)

∂µ
=
∂f1
∂x1

∂x1(t, µ)

∂µ
+

r
∑

j=0

∂f1
∂u(j)

∂u(j)(t, µ)

∂µ
. (3.1.15)

Ïîäñòàâèì â ✭✸✳✶✳✶✺✮ çíà÷åíèå µ = 0✳ Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå âû✲
òåêàþùåå èç ✭✸✳✶✳✶✶✮ ðàâåíñòâî

∂u(j)

∂µ
(t, 0) =

(

v
(j)
1 (t) v

(j)
2 (t) . . . v

(j)
n−d(t)

)

è îáîçíà÷åíèÿ ✭✸✳✶✳✽✮✱ ïîëó÷èì

d

dt

∂x1
∂µ

(t, 0) = J1(t)
∂x1
∂µ

(t, 0)+
r
∑

j=0

Lj(t)
(

v
(j)
1 (t) v

(j)
2 (t) . . . v

(j)
n−d(t)

)

.

(3.1.16)
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➮ç ✭✸✳✶✳✶✻✮ ñëåäóåò✱ ÷òî ñòîëáöû ξi ìàòðèöû

∂x1
∂µ

(t, 0) = (ξ1(t) ξ2(t) . . . ξn−d(t))

ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ñèñòåìû ✭✸✳✶✳✾✮✳

➶ ñèëó âûáîðà â ýòîé ñèñòåìå óïðàâëåíèé vi(t) óïîìÿíóòûå ðå✲
øåíèÿ äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü àíàëîãàì óñëîâèé ✭✸✳✶✳✶✵✮✱ ò✳å✳

ξi(t0) = pi, ξi(t1) = 0, i = 1, n− d.

Ïîýòîìó ìàòðèöà

(

∂x1
∂µ

(t0, 0)

)

=
(

diag (σ1, σ2, . . . , σn−d)
)

(3.1.17)

ÿâëÿåòñÿ íåîñîáåííîé✳

❰áðàòèìñÿ ê ðàâåíñòâó ✭✸✳✶✳✶✹✮✱ êîòîðîå áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê
ñèñòåìó n − d óðàâíåíèé ❝ n − d íåèçâåñòíûìè µ✳ ✃àê áûëî îòìå✲
÷åíî âûøå✱ çíà÷åíèÿ x0 = 0, µ = 0 óäîâëåòâîðÿþò ýòîé ñèñòåìå✳ ➶
ñèëó íåîñîáåííîñòè ìàòðèöû ✭✸✳✶✳✶✼✮ äëÿ ñèñòåìû ✭✸✳✶✳✶✹✮ âûïîëíÿ✲
þòñÿ âñå óñëîâèÿ òåîðåìû î íåÿâíîé ôóíêöèè✱ ñîãëàñíî êîòîðîé ïðè
ëþáûõ äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê íóëþ çíà÷åíèÿõ x0 íàéäåòñÿ ðåøåíèå
ýòîé ñèñòåìû µ∗ = φ1(x0). Òåîðåìà äîêàçàíà✳

Òåîðåìà ✸✳✶✳ Ïóñòü âûïîëíåíû âñå ïðåäïîëîæåíèÿ òåîðåìû
✶✳✶✳ ➴ñëè ñèñòåìà ✭✶✳✶✳✶✮ R✲óïðàâëÿåìà íà îòðåçêå T = [t0, t1]✱ òî
îíà ëîêàëüíî R✲óïðàâëÿåìà â íîëü íà ýòîì îòðåçêå✳

➘îêàçàòåëüñòâî✳ ❮åïîñðåäñòâåííî èç òåîðåìû ✶✳✸ ñëåäóåò✱ ÷òî
åñëè ➘➚Ó ✭✶✳✶✳✶✮ R✲óïðàâëÿåìà èëè ëîêàëüíî R✲óïðàâëÿåìà â íîëü
íà îòðåçêå T ✱ òî è ñèñòåìà ✭✸✳✶✳✻✮✱ ✭✸✳✶✳✼✮ îáëàäàåò òåì æå ñâîé✲
ñòâîì✳ Ñïðàâåäëèâî è îáðàòíîå✱ ò✳å✳ ïðè íàëè÷èè ñîîòâåòñòâóþùåãî
ñâîéñòâà óïðàâëÿåìîñòè ó ñèñòåìû ✭✸✳✶✳✻✮✱ ✭✸✳✶✳✼✮✱ òî æå ñâîéñòâî
ïðèñóùå è ñèñòåìå ✭✶✳✶✳✶✮✳
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❰÷åâèäíî✱ ÷òî ëþáîå ðåøåíèå ñèñòåìû ✭✸✳✶✳✻✮ äîëæíî óäîâëåòâî✲
ðÿòü ñîîòíîøåíèþ

x(t1) = Ω(t1)x1(t0) + Ω(t1)

∫ t1

t0

Ω−1(τ)

(

r
∑

j=0

Lj(τ)u
(j)(τ)

)

dτ,

ãäå Ω(t) ✖ ìàòðèöàíò ñèñòåìû ✭✸✳✶✳✻✮✱ ò✳å✳ ðåøåíèå ìàòðè÷íîé çàäà✲
÷è ✃îøè

Ω′(t) + J1(t)Ω(t) = 0, Ω(t0) = En−d.

❐îêàëüíàÿ R✲óïðàâëÿåìîñòü â íîëü ñèñòåìû ✭✶✳✶✳✶✮ èëè ✭✸✳✶✳✻✮✱
✭✸✳✶✳✼✮ îçíà÷àåò✱ ÷òî ñóùåñòâóåò äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå u(t)✱ îáåñ✲
ïå÷èâàþùåå âûïîëíåíèå ðàâåíñòâà

0 = Ω(t1)x1,0 + Ω(t1)

∫ t1

t0

Ω−1(τ)

(

r
∑

j=0

Lj(τ)u
(j)(τ)

)

dτ (3.1.18)

ïðè ëþáîì âåêòîðå x1,0 ∈ R
n−d äîñòàòî÷íî áëèçêèì ïî íîðìå ê íó✲

ëþ✳
➶ ñîîòâåòñòâèè ñ èçëîæåííûì âûøå ❘✲óïðàâëÿåìîñòü ➘➚Ó ✭✶✳✶✳✶✮

ðàâíîñèëüíà ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè ñèñòåìû ✭✸✳✶✳✻✮✳ ➮çâåñòíî ❬✶✶✶❪✱
÷òî ñèñòåìà ✭✸✳✶✳✻✮ âïîëíå óïðàâëÿåìà íà îòðåçêå T ✱ åñëè è òîëüêî
åñëè äëÿ ëþáîãî âåêòîðà h ∈ Rn−d íà T âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

h⊤Ω−1(t)(L0(t) L1(t) . . . Lr(t)) 6≡ 0. (3.1.19)

➶ ✭✸✳✶✳✶✽✮ óïðàâëåíèå áóäåì èñêàòü â âèäå

u(t) =
r
∑

j=0

γj(t− c)s+j,

ãäå c 6∈ T ✖ ôèêñèðîâàííîå çíà÷åíèå✱ s ≥ 0 ✖ äîñòàòî÷íî áîëüøîå
öåëîå ÷èñëî✱ γj ∈ R

l ✖ íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû✳ Òîãäà

colon (u(t), u′(t), . . . , ur(t)) = Er(t) colon(γ0, γ1, . . . , γr), (3.1.20)
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ãäå

Es(t) =





















s!

s!
(t− c)sEl

(s+ 1)!

(s+ 1)!
(t− c)s+1El . . .

(s+ r)!

(s+ r)!
(t− c)s+rEl

s!

(s− 1)!
(t− c)s−1El

(s+ 1)!

s!
(t− c)sEl . . .

(s+ r)!

(s+ r − 1)!
(t− c)s+r−1El

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

s!

(s− r)!
(t− c)s−rEl

(s+ 1)!

(s+ 1− r)!
(t− c)s+1−rEl . . .

(s+ r)!

s!
(t− c)sEl





















.

Óìíîæèâ ✭✸✳✶✳✶✽✮ ñëåâà íà ìàòðèöó Ω(t1)
−1 è ïîäñòàâèâ ✭✸✳✶✳✷✵✮✱

ïîëó÷èì

−x1,0 =

∫ t1

t0

Ω−1(t)(L0(τ) . . . Lr(τ))Er(τ) colon(γ0, γ1, . . . , γr)dτ.

➶ ñèëó òîãî✱ ÷òî ìàòðèöà Er(t) îáðàòèìà ∀t ∈ T ✱ ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ
✭✸✳✶✳✶✾✮ è íåïðåðûâíîñòè ìàòðè÷íûõ êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû ✭✶✳✶✳✶✮
ìîæíî ïîêàçàòü✱ ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì çíà÷åíèè s äëÿ âñåõ
íåíóëåâûõ h ∈ R

n−d âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå h⊤N 6= 0✱ ãäå

N =

∫ t1

t0

Ω−1(t)(L0(τ) . . . Lr(τ))Er(τ)dτ.

Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò ïîëíîòó ñòðî÷íîãî ðàíãà ìàòðèöû N ✳ Òàêèì
îáðàçîì✱ ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì s ñèñòåìà ✭✸✳✶✳✶✽✮ ðàçðåøèìà îò✲
íîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ γ0, γ1, . . . , γr ïðè ëþáîì âåêòîðå x1,0 :

colon (γ0, γ1, . . . , γr) = N⊤
(

NN⊤
)−1

x1,0. (3.1.21)

➶ñå ìàòðèöû✱ ôèãóðèðóþùèå â ôîðìóëàõ ✭✸✳✶✳✷✵✮✱ ✭✸✳✶✳✷✶✮✱ ëèáî
ïîñòîÿííû✱ ëèáî íåïðåðûâíû íà T ✱ à ñëåäîâàòåëüíî✱ îãðàíè÷åíû íà
T ✳ Ïîýòîìó✱ âûáèðàÿ çíà÷åíèÿ x1,0 òàêèì îáðàçîì✱ ÷òîáû ‖x1,0‖ < δ
ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì δ > 0✱ ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî✱ ÷òîáû óïðàâëå✲
íèå u(t) áûëî äîïóñòèìûì✳ Òåîðåìà äîêàçàíà✳

Òåîðåìà ✸✳✷✳ Ïóñòü✿
✶✮ F (t, x, y, u) ∈ C

2r+2(D), u(t) ∈ C
2r+1(T )❀



✸✳✶✳ ❐îêàëüíàÿ ❘✲óïðàâëÿåìîñòü â íîëü ✽✼

✷✮ F (t, 0, 0, 0) = 0 ∀t ∈ T ❀
✸✮ âûïîëíåíû óñëîâèÿ ❆✮✱ ❇✮✱ ❈✮ ✭ñì✳ ð✳ ✶✳✷ äàííîé ðàáîòû✮❀
✹✮ rank Γr+1,y(αr+1) = rankΓr,y(αr) + n✳
➴ñëè ñèñòåìà ✶✲ãî ïðèáëèæåíèÿ ✭✶✳✶✳✶✮ ❘✲óïðàâëÿåìà èëè ëîêàëü✲
íî ❘✲óïðàâëÿåìà â íîëü íà îòðåçêå T = [t0, t1] ⊂ I0✱ òî ➘➚Ó ✭✸✳✶✳✶✮
ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî ❘✲óïðàâëÿåìîé â íîëü íà ýòîì îòðåçêå✳

➘îêàçàòåëüñòâî✳ ➶ ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ èìååò ìåñòî òåî✲
ðåìà ✶✳✸✱ ñîãëàñíî êîòîðîé íà èíòåðâàëå I0 ➘➚Ó ✭✸✳✶✳✶✮ ýêâèâàëåíòíà
ñèñòåìå ✭✸✳✶✳✸✮✱ ✭✸✳✶✳✹✮✳ Ïî îòíîøåíèþ ê ñèñòåìå ✭✸✳✶✳✸✮✱ ✭✸✳✶✳✹✮ ➘➚Ó
✭✸✳✶✳✻✮✱ ✭✸✳✶✳✼✮ ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé ✶✲ãî ïðèáëèæåíèÿ✳

Ñîãëàñíî ëåììå ✸✳✶✱ åñëè ñèñòåìà ✭✸✳✶✳✻✮✱ ✭✸✳✶✳✼✮ ❘✲óïðàâëÿåìà
íà íåêîòîðîì îòðåçêå T = [t0, t1]✱ òî ñèñòåìà ✭✸✳✶✳✸✮✱ ✭✸✳✶✳✹✮ áóäåò
ëîêàëüíî ❘✲óïðàâëÿåìîé â íîëü íà ýòîì îòðåçêå✳

➮ç òåîðåìû ✶✳✸ ñëåäóåò✱ ÷òî ðåøåíèÿ ñèñòåìû ✭✸✳✶✳✸✮✱ ✭✸✳✶✳✹✮ íà
íåêîòîðîì èíòåðâàëå I0 áóäóò òàêæå ðåøåíèÿìè ñèñòåìû ✭✸✳✶✳✶✮ ñ íà✲
÷àëüíûìè óñëîâèÿìè x(t0) = 0, x(t1) = x1 ïðè îäèíàêîâîì óïðàâëå✲
íèè✳ Ýòî îçíà÷àåò✱ ÷òî èç ❘✲óïðàâëÿåìîñòè èëè ëîêàëüíîé ❘✲óïðàâ✲
ëÿåìîñòè â íîëü ñèñòåìû ✭✸✳✶✳✻✮✱ ✭✸✳✶✳✼✮ ñëåäóåò ëîêàëüíàÿ ❘✲óïðàâ✲
ëÿåìîñòü â íîëü ñèñòåìû ✭✸✳✶✳✶✮✳

Ñ äðóãîé ñòîðîíû✱ ñèñòåìà ✭✶✳✶✳✶✮ ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé ✶✲ãî ïðèáëè✲
æåíèÿ äëÿ ➘➚Ó ✭✸✳✶✳✶✮✳ Ñèñòåìà ✭✶✳✶✳✶✮ è åå ýêâèâàëåíòíàÿ ôîðìà
✭✶✳✶✳✼✮✱ ✭✶✳✶✳✽✮ îáëàäàþò îäíèìè è òåìè æå ñâîéñòâàìè óïðàâëÿåìî✲
ñòè✳ Ïî òåîðåìå ✶✳✹ ñèñòåìà ✭✶✳✶✳✼✮✱ ✭✶✳✶✳✽✮ è ñèñòåìà ✭✸✳✶✳✻✮✱ ✭✸✳✶✳✼✮
ñîâïàäàþò íà èíòåðâàëå I0 ⊆ I ✳ Ñëåäîâàòåëüíî îíè îáëàäàþò ñâîé✲
ñòâàìè ❘✲óïðàâëÿåìîñòè è ëîêàëüíîé ❘✲óïðàâëÿåìîñòè â íîëü îä✲
íîâðåìåííî✳

❰òñþäà ñëåäóåò✱ ÷òî ❘✲óïðàâëÿåìîñòü èëè ëîêàëüíàÿ ❘✲óïðàâëÿ✲
åìîñòü â íîëü ñèñòåìû ✭✶✳✶✳✶✮ íà îòðåçêå T ⊂ I0 âëå÷åò çà ñîáîé
ëîêàëüíóþ ❘✲óïðàâëÿåìîñòü â íîëü ñèñòåìû ✭✸✳✶✳✶✮ íà ýòîì îòðåçêå✳
Òåîðåìà äîêàçàíà✳



✽✽ ➹ëàâà ✸✳ ❮åëèíåéíûå ñèñòåìû

✸✳✷ ❐îêàëüíàÿ ❘✲íàáëþäàåìîñòü

➘ëÿ ñèñòåìû ✭✸✳✶✳✶✮ îïðåäåëèì íàáëþäàåìûé âûõîä

y(t) = φ(t, x). (3.2.1)

➶ óñëîâèÿõ òåîðåìû ✶✳✸ ñèñòåìà ✭✸✳✶✳✶✮ ýêâèâàëåíòíà â ñìûñëå
ðåøåíèé ñèñòåìå

x′1(t) = f1(t, x1), (3.2.2)

x2(t) = f0(t, x1), t ∈ I0 ⊆ I, (3.2.3)

ãäå

(

x1(t)
x2(t)

)

= Q1x(t); I0 = (a0 − ε0, a0 + ε0)✱ 0 < ε0 ≤ ε; ôóíêöèè

f1 è f0 îïðåäåëåíû è èìåþò íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî
êàæäîìó èç ñâîèõ àðãóìåíòîâ â I ×X ✳

Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèå äëÿ x2(t) èç ✭✸✳✷✳✸✮ â ✭✸✳✷✳✶✮✱ ïîëó÷èì âû✲
ðàæåíèå âûõîäíîé ôóíêöèè

y(t) = φ(t, x1, x2) = φ(t, x1, f0(t, x1)) = φ1(t, x1), t ∈ I0, (3.2.4)

íå çàâèñÿùåå îò x2(t)✳
➪óäåì ðàññìàòðèâàòü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ è âûõîäíûå ôóíêöèè

ëèøü â îêðåñòíîñòè íóëÿ✳ ➮ç óñëîâèÿ ✭✸✳✶✳✷✮ ñëåäóåò✱ ÷òî f1(t, 0) =
0, f0(t, 0) = 0, φ(t, 0, 0) = 0. ➶ óñëîâèÿõ òåîðåìû ✶✳✸ ìîæíî äàòü
ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå✳

❰ïðåäåëåíèå ✸✳✷✳ ❬✾✱ ❝✳ ✸✻✻❪ Ñèñòåìà ✭✸✳✶✳✶✮✱✭✸✳✷✳✶✮ íàçûâàåòñÿ
ëîêàëüíî ❘✲íàáëþäàåìîé íà îòðåçêå T = [t0, t1] ⊂ I0✱ åñëè ñóùåñòâó✲
åò òàêîå ÷èñëî δ > 0✱ ÷òî äëÿ ëþáûõ z0, z̃0 ∈ R

n−d èç δ−îêðåñòíîñòè
òî÷êè x1 = 0 âûïîëíÿåòñÿ

φ(t, x1(t, t0, z0)) 6≡ φ(t, x1(t, t0, z̃0)),

ãäå x1(t, t0, z0) ✖ ðåøåíèå ñèñòåìû ✭✸✳✷✳✷✮ ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì
x1(t0) = z0✳



✸✳✷✳ ❐îêàëüíàÿ ❘✲íàáëþäàåìîñòü ✽✾

Ïóñòü ôóíêöèè f1(t, x1), f0(t, x1), φ(t, x1, x2) íåïðåðûâíî äèôôå✲
ðåíöèðóåìû ïî x1, x2 â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x1 = 0, x2 = 0✳
Òîãäà ëèíåéíîå ïðèáëèæåíèå äëÿ ñèñòåìû ✭✸✳✷✳✷✮✲✭✸✳✷✳✹✮ áóäåò èìåòü
âèä

x′1(t) + J1(t)x1(t) = 0, (3.2.5)

x2(t) + J2(t)x1(t) = 0, (3.2.6)

y(t) =
(

C1(t) C2(t)
)

(

x1(t)
x2(t)

)

= C1(t)x1(t) + C2(t)x2(t), (3.2.7)

ãäå

J1(t) = −
∂f1
∂x1

(t, 0), J2(t) = −
∂f0
∂x1

(t, 0),

C(t) = (C1(t) C2(t)) =
∂φ

∂x
(t, 0).

Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèå äëÿ x2(t) èç ✭✸✳✷✳✻✮ â ôîðìóëó ✭✸✳✷✳✼✮✱ ïîëó÷èì
âûðàæåíèå âûõîäíîé ôóíêöèè✱ íå çàâèñÿùèåå îò x2(t)

y(t) = C1(t)x1(t) + C2(t)(−J2(t)x1(t)) = (C1(t)− C2(t)J2(t))x1(t).
(3.2.8)

Ïðèâåäåì èçâåñòíûé ðåçóëüòàò èç ðàáîòû ❬✾❪✱ ñôîðìóëèðîâàâ åãî
â òåðìèíàõ äàííîé ðàáîòû✳

Òåîðåìà ✸✳✸✳ ➴ñëè ëèíåéíîå ïðèáëèæåíèå ✭✸✳✷✳✺✮ ïîëíîñòüþ
íàáëþäàåìî íà îòðåçêå [t0, t1]✱ òî íåëèíåéíàÿ ñèñòåìà ✭✸✳✷✳✷✮ ëî✲
êàëüíî íàáëþäàåìà íà ýòîì îòðåçêå✳

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëåäñòâèåì òåîðåìû ✸✳✸ è
òåîðåìû ✶✳✹✳

Òåîðåìà ✸✳✹✳ Ïóñòü✿
✶✮ F (t, x, y, u) ∈ C

2r+2(D)❀
✷✮ F (t, 0, 0, 0) = 0 ∀t ∈ I❀
✸✮ âûïîëíåíû óñëîâèÿ ❆✮✱ ❇✮✱ ❈✮ ✭ñì✳ ð✳ ✶✳✷ äàííîé ðàáîòû✮❀
✹✮ rank Γr+1,y(αr+1) = rankΓr,y(αr) + n✳



✾✵ ➹ëàâà ✸✳ ❮åëèíåéíûå ñèñòåìû

➴ñëè ëèíåéíàÿ ñèñòåìà ✭✸✳✷✳✺✮ ïîëíîñòüþ íàáëþäàåìà ïî âû✲
õîäó ✭✸✳✷✳✽✮ íà îòðåçêå T = [t0, t1] ⊂ I0✱ òî íåëèíåéíàÿ ñèñòåìà
✭✸✳✶✳✶✮✱ ✭✸✳✷✳✶✮ ëîêàëüíî ❘✲íàáëþäàåìà íà ýòîì îòðåçêå✳

➘îêàçàòåëüñòâî ïîâòîðÿåò ñîáîé ðàññóæäåíèÿ â äîêàçàòåëüñòâàõ
òåîðåìû ✸✳✸ ✭ñì✳ ðàáîòó ❬✾✱ ❝✳ ✸✻✻✲✸✻✽❪✮ è òåîðåìû ✸✳✷✳

✸✳✸ Ñòàáèëèçèðóåìîñòü ïî ëèíåéíîìó ïðèáëèæå✲

íèþ

✸✳✸✳✶ ➶ñïîìîãàòåëüíûå ñâåäåíèÿ

✃àê èçâåñòíî èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû ✶✳✸ ✭ñì✳ ðàáîòó ❬✻✵❪✮✱ ➘➚Ó
✭✶✳✷✳✻✮✱ ✭✶✳✷✳✼✮ ïîëó÷àåòñÿ êàê ÷àñòü êîìïîíåíò íåÿâíîé ôóíêöèè✱
óäîâëåòâîðÿþùåé r✲ïðîäîëæåííîé ñèñòåìå ✭✶✳✷✳✸✮✳

✃àê èçâåñòíî✱ êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà ❬✺✹✱ ❝✳ ✻✽❪ ãàðàíòèðóåò ñó✲
ùåñòâîâàíèå íåÿâíîé ôóíêöèè ëèøü â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íà✲
÷àëüíîé òî÷êè✳ ➘ëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû î ñòàáèëèçèðóåìîñòè
ñèñòåìû âèäà ✭✶✳✷✳✻✮✱ ✭✶✳✷✳✼✮ íàì ïîòðåáóåòñÿ✱ ïî êðàéíåé ìåðå✱ ÷òî✲
áû ôóíêöèè f1 è f0 áûëè îïðåäåëåíû ïðè âñåõ t ∈ I ✳ Ñ ýòîé öåëüþ
âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì ãëîáàëüíûì âàðèàíòîì òåîðåìû î íåÿâ✲
íîé ôóíêöèè✱ êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëåäñòâèåì áîëåå îáùåãî
ðåçóëüòàòà✱ ïîëó÷åííîãî â ❬✼✾❪✳

Ïóñòü A ✖ (p× q)✲ìàòðèöà✱ χ ∈ R
q✳ ❰áîçíà÷èì

L(A) = max
‖χ‖Rq=1

‖Aχ‖Rp, l(A) = min
‖χ‖Rq=1

‖Aχ‖Rp.

❐åììà ✸✳✷✳ Ïóñòü W ⊆ R
m ✖ âûïóêëîå îòêðûòîå ìíîæå✲

ñòâî✱ Φ(ξ, η) : W×R
k → R

k✳ ✃ðîìå òîãî✿
✶✮ ñóùåñòâóåò òî÷êà (ξ0, η0) ∈ W ×R

k òàêàÿ✱ ÷òî Φ(ξ0, η0) = 0❀
✷✮ Φ(ξ, η) ∈ C

1(W×R
k)❀

✸✮ l

(

∂Φ

∂η
(ξ, η)

)

> 0 ∀(ξ, η) ∈ W ×R
k❀



✸✳✸✳ Ñòàáèëèçèðóåìîñòü ïî ëèíåéíîìó ïðèáëèæåíèþ ✾✶

✹✮ ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ w(s) : R+ → R+ ✭ãäå R+ =
[0,+∞))✱ òàêàÿ✱ ÷òî

w(s) > 0, s ∈ (0,∞), (3.3.1)

∞
∫

1

ds

w(s)
= ∞, (3.3.2)

è

L

(

∂Φ

∂ξ
(ξ, η)

)

/

l

(

∂Φ

∂η
(ξ, η)

)

≤ w(‖η‖) ∀(ξ, η) ∈ W ×R
k .

Òîãäà â îáëàñòè W îïðåäåëåíà åäèíñòâåííàÿ íåÿâíàÿ ôóíêöèÿ
η = g(ξ) ∈ C

1(W)✱ òàêàÿ✱ ÷òî g(ξ0) = η0 è

Φ(ξ, g(ξ)) = 0 ∀ξ ∈ W .

Ðàññìîòðèì r✲ïðîäîëæåííóþ ñèñòåìó ✭✶✳✷✳✸✮✳ ❰áîçíà÷èì

Z̄j = (z1, . . . , zj) , V̄j = (v1, . . . , vj) , j = r, r + 1.

Òîãäà ìàòðèöû ✭✶✳✷✳✹✮ ïðèìóò âèä

Γr,z(t, x, y, u, Z̄r, V̄r) =
(

∂Fr/∂Z̄r

)

,

Γr,y(t, x, y, u, Z̄r, V̄r) =
(

∂Fr/∂y Γr,z

)

,

Γr,x(t, x, y, u, Z̄r, V̄r) = ( ∂Fr/∂x Γr,y ) .

Ïî ïîñòðîåíèþ ôóíêöèÿ Fr✱ îïðåäåëÿþùàÿ ñèñòåìó ✭✶✳✷✳✸✮✱ ïîëèëè✲
íåéíà ïî ïåðåìåííûì z1, . . . , zr, v1, . . . vr è✱ ñëåäîâàòåëüíî✱ îïðåäåëå✲
íà ïðè âñåõ âåùåñòâåííûõ çíà÷åíèÿõ ýòèõ ïåðåìåííûõ✳

➶ ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ ✭✸✳✶✳✷✮ Fr(0) = 0.
➘îïóñòèì✱ ÷òî â îáëàñòè D×Z ×Vr ✭îáëàñòü Z ⊆ R

nr èçìåíåíèÿ
ïåðåìåííîé Z̄r áóäåò îïðåäåëåíà íèæå✱ Vr ⊆ R

lr ✖ îêðåñòíîñòü òî÷✲
êè V̄r = 0✮ rank Γr,z = ρ = const✱ è â ìàòðèöå Γr,x èìååòñÿ êâàäðàòíàÿ
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ïîðÿäêà n(r + 1) ïîäìàòðèöà ∆r✱ îáðàòèìàÿ â íóëå è âêëþ÷àþùàÿ
â ñåáÿ ρ ñòîëáöîâ ìàòðèöû Γr,z è n ïåðâûõ ñòîëáöîâ ìàòðèöû Γr,y✿

∆r(t, x, y, u, Z̄r, V̄r) =

(

∂Fr

∂x2

∂Fr

∂y

∂Fr

∂Z1

)

, (3.3.3)

ãäå

colon (x1, x2) = Q1x, colon (Z1, Z2) = Q2Z̄r; (3.3.4)

x1 ∈ R
n−d, x2 ∈ R

d, Z1 ∈ R
ρ, Z2 ∈ R

d❀ êàê è âûøå d = nr − ρ❀ Q1

è Q2 ✖ ìàòðèöû ïåðåñòàíîâîê ñòðîê✳
Ïóñòü✿

✶✮ ìíîæåñòâî X ✱ ôèãóðèðóþùåå â îïðåäåëåíèè ìíîæåñòâà D✱ ïðåä✲
ñòàâëÿåò ñîáîé ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå X = X1×R

d✱ ãäå X1 ⊆ R
n−d ✖

îêðåñòíîñòü òî÷êè x1 = 0❀
✷✮ Z = R

ρ×Z2✱ ãäå Z2 ⊆ R
d ✖ îêðåñòíîñòü òî÷êè Z2 = 0✳

❐åììà ✸✳✸✳ Ïóñòü✿
✶✮ F (t, x, y, u) ∈ C

r+1(D);
✷✮ rank Γr,z = ρ = const ∀(t, x, y, u, Z̄r, V̄r) ∈ D×Z ×Vr❀
✸✮ â ìàòðèöå Γr,x èìååòñÿ êâàäðàòíàÿ ïîðÿäêà n(r + 1) ïîäìàò✲
ðèöà ∆r : ∃∆−1

r (0)✱ âêëþ÷àþùàÿ â ñåáÿ ρ ñòîëáöîâ ìàòðèöû Γr,z è
n ïåðâûõ ñòîëáöîâ ìàòðèöû Γr,y ✭ñì✳ ✭✸✳✸✳✸✮✮❀
✹✮ ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ w(s) : R+ → R+ ñî ñâîé✲
ñòâàìè ✭✸✳✸✳✶✮✱ ✭✸✳✸✳✷✮ òàêàÿ✱ ÷òî ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ
(t, x, y, u, Z̄r, V̄r) ∈ D×Z ×Vr èìåþò ìåñòî îöåíêè

l (∆r) > 0,

L

(

∂Fr

∂t

∂Fr

∂x1

∂Fr

∂u

∂Fr

∂Z2

∂Fr

∂V̄r

)

/

l (∆r) ≤ w (‖(x2, y, Z1)‖) .

Òîãäà â îáëàñòè G = I×X 1×U ×Z2×Vr îïðåäåëåíà åäèíñòâåííàÿ
íåÿâíàÿ ôóíêöèÿ✱ îáðàùàþùàÿ ñèñòåìó ✭✶✳✷✳✸✮ â òîæäåñòâî íà G
è èìåþùàÿ âèä

y = f(t, x1, u, V̄r), (3.3.5)
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x2 = f0(t, x1, u, V̄r), (3.3.6)

Z1 = ϕ(t, x1, u, Z2, V̄r), (3.3.7)

ãäå ôóíêöèè f, f0, ϕ èìåþò íà îáëàñòÿõ îïðåäåëåíèÿ íåïðåðûâíûå
÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî êàæäîìó èç ñâîèõ àðãóìåíòîâ✳

Ñïðàâåäëèâîñòü ëåììû íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç ëåììû ✸✳✷
è ëåììû ✶✳✸✳

Óìíîæèì óðàâíåíèå ✭✸✳✸✳✺✮ ñëåâà íà ìàòðèöó ïåðåñòàíîâîê ñòðîê
Q1 èç ✭✸✳✸✳✹✮✳ ➶ ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñèñòåìó

y1 = f1(t, x1, u, V̄r), (3.3.8)

y2 = f2(t, x1, u, V̄r), (3.3.9)

ãäå
colon (y1, y2) = Q1y, (3.3.10)

colon (f1, f2) = Q1f(t, x1, u, V̄r). Ðàçìåðíîñòè âåêòîðîâ y1 è y2 ñîâïà✲
äàþò ñîîòâåòñòâåííî ñ ðàçìåðíîñòÿìè âåêòîðîâ x1 è x2 èç ✭✸✳✸✳✹✮✳

Ïîëàãàÿ y1 = x′1(t), colon (x1(t), x2(t)) = Q1x(t), u = u(t), vj =
u(j)(t) (j = 1, r), ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ñèñòåìå ✭✸✳✸✳✽✮✱ ✭✸✳✸✳✻✮
ñëåäóþùèå ➘➚Ó

x′1(t) = f1

(

t, x1(t), u(t), u
′(t), . . . , u(r)(t)

)

, (3.3.11)

x2(t) = f0

(

t, x1(t), u(t), u
′(t), . . . , u(r)(t)

)

. (3.3.12)

Ïîñòðîèì äëÿ ✭✶✳✷✳✶✮ (r + 1)✲ïðîäîëæåííóþ ñèñòåìó

Fr+1(t, x, y, u, Z̄r+1, V̄r+1) = 0. (3.3.13)

Ïðåäïîëîæèì✱ ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå ✸✮ ëåììû ✸✳✸✱ è â n(r+2)×

(n + d)✲ìàòðèöå

(

∂ Fr+1

∂Z2

∂ Fr+1

∂zr+1

)

èìååòñÿ ïîäìàòðèöà S ðàçìåðîâ

n(r + 2)× n òàêàÿ✱ ÷òî â íåêîòîðîé îáëàñòè

rank Γr+1,z = rank

(

∂ Fr+1

∂Z1
S

)

= ρ+ n. (3.3.14)
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Ïðè ýòîì

S =
∂ Fr+1

∂Z3
(t, x, y, u, Z1, Z3, Z4, V̄r+1) (3.3.15)

ãäå ïåðåìåííûå Z1, Z2 îïðåäåëÿþòñÿ èç ✭✸✳✸✳✹✮✱

colon (Z3, Z4) = Q3 colon (Z2, zr+1) ,

Q3 ✖ ìàòðèöà ïåðåñòàíîâîê ñòðîê✱ Z3 ∈ R
n✱ Z4 ∈ Z4✱ Z4 ⊆ R

d ✖
îêðåñòíîñòü òî÷êè Z4 = 0✳

❰áîçíà÷èì

∆r+1 =

(

∂ Fr+1

∂x2

∂ Fr+1

∂y

∂ Fr+1

∂Z1

∂ Fr+1

∂Z3

)

,

∆̂ =

(

∂ Fr+1

∂t

∂ Fr+1

∂x1

∂ Fr+1

∂u

∂ Fr+1

∂Z4

∂ Fr+1

∂V̄r+1

)

.

Òåîðåìà ✸✳✺✳ Ïóñòü✿
✶✮ F (t, x, y, u) ∈ C

r+2(D)✱ u(t) ∈ C
r+1(I)❀

✷✮ rank Γr,z = ρ = const ∀(t, x, y, u, Z̄r, V̄r) ∈ D×Z ×Vr❀
✸✮ â ìàòðèöå Γr,x èìååòñÿ êâàäðàòíàÿ ïîðÿäêà n(r+1) ïîäìàòðè✲
öà ✭✸✳✸✳✸✮✱ îáðàòèìàÿ âñþäó â îáëàñòè D×Z ×Vr✱ è âêëþ÷àþùàÿ â
ñåáÿ ρ ñòîëáöîâ ìàòðèöû Γr,z è n ïåðâûõ ñòîëáöîâ ìàòðèöû Γr,y❀

✹✮ â ìàòðèöå

(

∂ Fr+1

∂Z2

∂ Fr+1

∂zr+1

)

èìååòñÿ (n(r + 2) × n)✲ïîäìàò✲

ðèöà ✭✸✳✸✳✶✺✮ òàêàÿ✱ ÷òî ∀(t, x, y, u, Z1, Z3, Z4, V̄r+1) ∈ H = D×

×R
ρ×R

n×Z4×Vr+1 ✭Vr+1 ⊆ R
(l+1)r ✖ îêðåñòíîñòü òî÷êè V̄r+1 =

0✮ èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà ✭✸✳✸✳✶✹✮❀
✺✮ ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ v(s) : R+ → R+ ñî ñâîéñòâà✲
ìè

v(s) > 0, s ∈ (0,∞);

∞
∫

1

ds

v(s)
= ∞,

òàêàÿ✱ ÷òî ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ (t, x, y, u, Z1, Z3, Z4, V̄r+1) ∈ H
ñïðàâåäëèâû îöåíêè

l (∆r+1) > 0,
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L
(

∆̂
)

/l (∆r+1) ≤ v (‖(x2, y, Z1, Z3)‖) .

Òîãäà ïðè êàæäîì äîïóñòèìîì óïðàâëåíèè u(t)✱ òàêîì✱ ÷òî
(

u′(t), . . . , u(r+1)(t)
)

∈ Vr+1 ∀t ∈ I✱ ëþáîå ðåøåíèå ñè❝òåìû ✭✶✳✷✳✶✮
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû ✭✸✳✸✳✶✶✮✱ ✭✸✳✸✳✶✷✮ è íàîáîðîò✳

➘îêàçàòåëüñòâî✳ ➶ ïðåäïîëîæåíèÿõ ✶✮✕✸✮ â îêðåñòíîñòè íóëÿ
îïðåäåëåíà íåÿâíàÿ ôóíêöèÿ ✭✸✳✸✳✺✮✕✭✸✳✸✳✼✮✱ îáðàùàþùàÿ â òîæäå✲
ñòâî ïåðâûå n(r+1) óðàâíåíèé ñèñòåìû ✭✸✳✸✳✶✸✮✳ Ðàññìîòðèì îñòàâ✲
øèåñÿ n óðàâíåíèé

Fr+1(t, x, y, u, Z̄r+1, V̄r+1) = 0. (3.3.16)

➬àìåòèì✱ ÷òî ïîëèëèíåéíîñòü ôóíêöèè Fr+1 ïî ïåðåìåííûì z1, . . .

. . . , zr+1, v1, . . . , vr+1 îáåñïå÷èâàåò âûïîëíåíèå óñëîâèÿ Fr+1(0) = 0✳
Ïîäñòàâèì â óðàâíåíèå ✭✸✳✸✳✶✻✮ ôóíêöèè ✭✸✳✸✳✺✮✕✭✸✳✸✳✼✮✱ â ðåçóëü✲

òàòå ïîëó÷èì ñèñòåìó

F̃r+1

(

t, x1, u, Z3, Z4, V̄r+1

)

= 0, (3.3.17)

â êîòîðîé✱ â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ ✹✮✱ ìàòðèöà
∂F̃r+1

∂Z3
îáðàòèìà â

íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íóëÿ✳
➶ óñëîâèÿõ òåîðåìû äëÿ ñèñòåìû ✭✸✳✸✳✶✼✮ âûïîëíÿþòñÿ âñå ïðåä✲

ïîëîæåíèÿ òåîðåìû î íåÿâíîé ôóíêöèè✱ ñîãëàñíî êîòîðîé â íåêîòî✲
ðîé îêðåñòíîñòè íóëÿ îïðåäåëåíà åäèíñòâåííàÿ íåïðåðûâíî äèôôå✲
ðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ

Z3 = φ2(t, x1, u, Z4, V̄r+1), (3.3.18)

óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ ✭✸✳✸✳✶✼✮✳ Ïîäñòàíîâêà ✭✸✳✸✳✶✽✮ â ôóíê✲
öèþ ✭✸✳✸✳✼✮ ïðåîáðàçóåò ïîñëåäíþþ ê âèäó

Z1 = φ1(t, x1, u, Z4, V̄r+1). (3.3.19)
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Òàêèì îáðàçîì✱ íàéäåíà åäèíñòâåííàÿ íåÿâíàÿ ôóíêöèÿ ✭✸✳✸✳✺✮✱
✭✸✳✸✳✻✮✱ ✭✸✳✸✳✶✽✮✱ ✭✸✳✸✳✶✾✮✱ îïðåäåëåííàÿ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íó✲
ëÿ è èìåþùàÿ íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî ñâîèì àðãó✲
ìåíòàì✳ Ýòà ôóíêöèÿ ïðè ïîäñòàíîâêå îáðàùàåò ñèñòåìó ✭✸✳✸✳✶✸✮ â
òîæäåñòâî✳

Ñ äðóãîé ñòîðîíû✱ â ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ äëÿ ñèñòåìû
✭✸✳✸✳✶✸✮ âûïîëíÿþòñÿ âñå óñëîâèÿ ëåììû ✸✳✷✱ â ñîîòâåòñòâèè ñ óòâåð✲
æäåíèåì êîòîðîé â îáëàñòèH îïðåäåëåíà åäèíñòâåííàÿ íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìàÿ íåÿâíàÿ ôóíêöèÿ

colon (x2, y, Z1, Z3) = Ψ
(

t, x1, u, Z4, V̄r+1

)

, (3.3.20)

óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñèñòåìå ✭✸✳✸✳✶✸✮✳ ➶ ñèëó åäèíñòâåííîñòè✱ ýòà ôóíê✲
öèÿ ñîâïàäàåò ñ íåÿâíîé ôóíêöèåé ✭✸✳✸✳✺✮✱ ✭✸✳✸✳✻✮✱ ✭✸✳✸✳✶✽✮✱ ✭✸✳✸✳✶✾✮ íà
îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ïîñëåäíåé✳ Òàêèì îáðàçîì✱ íåÿâíàÿ ôóíêöèÿ
✭✸✳✸✳✷✵✮ ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ôóíêöèè ✭✸✳✸✳✺✮✱ ✭✸✳✸✳✻✮✱ ✭✸✳✸✳✶✽✮✱
✭✸✳✸✳✶✾✮ íà âñþ îáëàñòü H✳ Ïðåäïîëîæåíèÿ ✸✮✕✺✮ òåîðåìû ãàðàíòè✲
ðóþò✱ ÷òî ôóíêöèÿ ✭✸✳✸✳✷✵✮ áóäåò èìåòü âèä ✭✸✳✸✳✺✮✱ ✭✸✳✸✳✻✮✱ ✭✸✳✸✳✶✽✮✱
✭✸✳✸✳✶✾✮✳

➘àëüíåéøåå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû äîñëîâíî ïîâòîðÿåò äîêàçà✲
òåëüñòâî ëåììû ✶✳✸ ✭ñì✳ ðàáîòó ❬✻✵❪✮✳

❰÷åâèäíî✱ ÷òî â ïðåäïîëîæåíèÿõ òåîðåìû ✸✳✺ ðåøåíèå ➘➚Ó ✭✶✳✷✳✶✮
â îáùåì ñëó÷àå çàâèñèò îò r ïðîèçâîäíûõ óïðàâëåíèÿ✳

Ïðåäïîëîæåíèÿ ïðèâåäåííîé íèæå òåîðåìû âêëþ÷àþò â ñåáÿ óñëî✲
âèÿ✱ îáåñïå÷èâàþùèå ñïåöèàëüíûé âèä ýêâèâàëåíòíîé ôîðìû äëÿ
➘➚Ó ✭✶✳✷✳✶✮✳ Ýòîò ðåçóëüòàò èñïîëüçóåòñÿ â äàëüíåéøåì äëÿ äîêà✲
çàòåëüñòâà òåîðåìû î ñòàáèëèçèðóåìîñòè ïî ëèíåéíîìó ïðèáëèæå✲
íèþ✳

Òåîðåìà ✸✳✻✳ Ïóñòü✿
✶✮ âûïîëíåíû âñå ïðåäïîëîæåíèÿ òåîðåìû ✸✳✺❀

✷✮ rankΦ(t, x, y, u) = d ∀(t, x, y, u) ∈ D, ãäå Φ =

(

∂F

∂x2

∂F

∂y2

)

✱ ïåðå✲

ìåííûå x2 è y2 îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè ✭✸✳✸✳✹✮✱ ✭✸✳✸✳✶✵✮❀



✸✳✸✳ Ñòàáèëèçèðóåìîñòü ïî ëèíåéíîìó ïðèáëèæåíèþ ✾✼

✸✮ â ìàòðèöå Φ èìååòñÿ (d × d)✲ïîäìàòðèöà îáðàòèìàÿ âñþäó â
îáëàñòè D✳

Òîãäà ïðè êàæäîì äîïóñòèìîì óïðàâëåíèè u(t)✱ òàêîì✱ ÷òî
(

u′(t), . . . , u(r+1)(t)
)

∈ Vr+1 ∀t ∈ I✱ ëþáîå ðåøåíèå ñè❝òåìû ✭✶✳✷✳✶✮
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû

x′1(t) = ϕ1(t, x1(t), u(t)), (3.3.21)

x2(t) = ϕ0(t, x1(t), u(t), u
′(t), ..., u(r)(t)) (3.3.22)

è íàîáîðîò✳ ➶ ✭✸✳✸✳✷✶✮✱ ✭✸✳✸✳✷✷✮ ôóíêöèè ϕ1 è ϕ0 íåïðåðûâíî äèô✲
ôåðåíöèðóåìû íà ñâîèõ îáëàñòÿõ îïðåäåëåíèÿ✳

➘îêàçàòåëüñòâî✳ ➶ ïðåäïîëîæåíèÿõ ✷✮✱ ✸✮ òåîðåìû ñóùåñòâóåò
ìàòðèöà P ïåðåñòàíîâîê ñòðîê✱ òàêàÿ✱ ÷òî

PF (t, x, y, u) =

(

F1(t, x, y, u)
F2(t, x, y, u)

)

,

F2 : D → R
d, rank

(

∂F2

∂x2

∂F2

∂y2

)

= d ∀(t, x, y, u) ∈ D . ✃ðîìå òîãî✱

ñóùåñòâóåò îáðàòèìàÿ â D (d × d)✲ìàòðèöà P1(t, x, y, u) è (d × d)✲
ìàòðèöû ïåðåñòàíîâîê Q̃1, Q̃2 òàêèå✱ ÷òî

(

∂F2

∂x2

∂F2

∂y2

)

= P1(t, x, y, u)

(

Ed1 X1 O Y1
O X2 Ed2 Y2

)

diag{Q̃1, Q̃2},

(3.3.23)
ãäå d1+d2 = d✱ Xi(t, x, y, u), Yi(t, x, y, u) (i = 1, 2) ✖ íåêîòîðûå ìàò✲
ðèöû ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçìåðîâ✳ ➶ ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà ✭✸✳✸✳✷✸✮
îáå áëî÷íûå ìàòðèöû✱ ðàçäåëåííûå âåðòèêàëüíîé ÷åðòîé✱ èìåþò
ðàçìåðû d× d✳

Ðàññìîòðèì ìàòðèöó

(

∂F

∂x2

∂F

∂y1

∂F

∂y2

)

, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñî✲

áîé ïåðâûå n ñòðîê ìàòðèöû ✭✸✳✸✳✸✮✱ óìíîæåííûå ñïðàâà íà ìàòðèöó
diag (Ed, Q1) ✭Q1 ✖ ìàòðèöà ïåðåñòàíîâîê èç ✭✸✳✸✳✹✮✮✳ Ñîãëàñíî ïðåä✲



✾✽ ➹ëàâà ✸✳ ❮åëèíåéíûå ñèñòåìû

ïîëîæåíèþ ✸✮ òåîðåìû ✸✳✺✱

rank

(

∂F

∂x2

∂F

∂y1

∂F

∂y2

)

= n ∀(t, x, y, u) ∈ D . (3.3.24)

➮ç ✭✸✳✸✳✷✸✮✱ ✭✸✳✸✳✷✹✮ âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå îáðàòèìîé âñþäó â

D (n× n)✲ìàòðèöû P2(t, x, y, u)✱ òàêîé✱ ÷òî
(

∂F

∂x2

∂F

∂y1

∂F

∂y2

)

=

= P2





O W1 Y O W2

Ed1 X1 W3 O Y1
O X2 W4 Ed2 Y2









Q̃1 O O
O En−d O

O O Q̃2



 ,

ãäå Y(t, x, y, u) =
∂F1

∂y1
✖ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà (n− d)✱

Wi(t, x, y, u) (i = 1, 4) ✖ íåêîòîðûå ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàç✲
ìåðîâ✳

Ïðåäïîëîæåíèå ✷✮ òåîðåìû âëå÷åò çà ñîáîé òîæäåñòâà

Wi(t, x, y, u) ≡ O, (t, x, y, u) ∈ D, i = 1, 2, (3.3.25)

îòêóäà ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ ✭✸✳✸✳✷✹✮

rankY(t, x, y, u) = n− d ∀(t, x, y, u) ∈ D,

ñëåäîâàòåëüíî✱ ìàòðèöà Y îáðàòèìà âñþäó â îáëàñòè D✳
Ïîñêîëüêó â ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ F1(0) = 0✱ òî äëÿ óðàâ✲

íåíèÿ
F1(t, x, y, u) = 0 (3.3.26)

âûïîëíÿþòñÿ âñå ïðåäïîëîæåíèÿ òåîðåìû î íåÿâíîé ôóíêöèè✱ ñî✲
ãëàñíî êîòîðîé â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íóëÿ îïðåäåëåíà íåÿâíàÿ
ôóíêöèÿ✱ óäîâëÿòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ ✭✸✳✸✳✷✻✮✳ ➶ ñèëó ñâîéñòâà
✭✸✳✸✳✷✺✮ ýòà íåÿâíàÿ ôóíêöèÿ áóäåò èìåòü âèä

y1 = ψ(t, x1, u). (3.3.27)



✸✳✸✳ Ñòàáèëèçèðóåìîñòü ïî ëèíåéíîìó ïðèáëèæåíèþ ✾✾

Ïîäñòàíîâêà ✭✸✳✸✳✷✼✮ â ñèñòåìó ✭✸✳✸✳✶✸✮ ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ

F̃ r+1

(

t, x, y2, u, Z̄r+1, V̄r+1

)

= 0. (3.3.28)

Óñëîâèÿ ✷✮✱ ✸✮ ëåììû ✸✳✸ è ✸✮✱ ✹✮ òåîðåìû ✸✳✺ ãàðàíòèðóþò ñóùå✲
ñòâîâàíèå ✭ïî êðàéíåé ìåðå✱ â îêðåñòíîñòè íóëÿ✮ íåÿâíîé ôóíêöèè
âèäà ✭✸✳✸✳✻✮✱ ✭✸✳✸✳✾✮✱ ✭✸✳✸✳✶✽✮✱ ✭✸✳✸✳✶✾✮✱ êîòîðàÿ îáðàùàåò â òîæäåñòâî
ñèñòåìó ✭✸✳✸✳✷✽✮✳

Òàêèì îáðàçîì✱ ïîêàçàíî✱ ÷òî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íóëÿ îïðå✲
äåëåíà íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ âèäà ✭✸✳✸✳✷✼✮✱ ✭✸✳✸✳✻✮✱
✭✸✳✸✳✾✮✱ ✭✸✳✸✳✶✽✮✱ ✭✸✳✸✳✶✾✮✱ óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ ✭✸✳✸✳✶✸✮✳

Ñ äðóãîé ñòîðîíû✱ â ñîîòâåòñòâèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåìû ✸✳✺✱
â îáëàñòè H ✭ñì✳ óñëîâèå ✺✮ òåîðåìû ✸✳✺✮ ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìàÿ íåÿâíàÿ ôóíêöèÿ âèäà ✭✸✳✸✳✽✮✱ ✭✸✳✸✳✾✮✱ ✭✸✳✸✳✻✮✱
✭✸✳✸✳✶✽✮✱ ✭✸✳✸✳✶✾✮✱ êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò â H ñèñòåìå ✭✸✳✸✳✶✸✮ è ✭â ñè✲
ëó åäèíñòâåííîñòè íåÿâíîé ôóíêöèè✮ ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ôóíê✲
öèè ✭✸✳✸✳✷✼✮✱ ✭✸✳✸✳✻✮✱ ✭✸✳✸✳✾✮✱ ✭✸✳✸✳✶✽✮✱ ✭✸✳✸✳✶✾✮ íà âñþ îáëàñòü H✳ ➚íà✲
ëîãè÷íî òîìó✱ êàê ýòî áûëî ñäåëàíî âûøå✱ ìîæíî ïîêàçàòü✱ ÷òî â
ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ôóíêöèÿ ✭✸✳✸✳✽✮ áóäåò èìåòü âèä ✭✸✳✸✳✷✼✮
∀(t, x1, u) ∈ I ×X1×U .

Ñ ó÷åòîì âûøåñêàçàííîãî✱ óòâåðæäåíèå òåîðåìû âûòåêàåò èç óò✲
âåðæäåíèÿ òåîðåìû ✸✳✺✳

✸✳✸✳✷ Óñëîâèÿ ñòàáèëèçèðóåìîñòè

➪óäåì ïðåäïîëàãàòü✱ ÷òî â ✭✶✳✷✳✶✮ u(t) ✖ ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ✳
➶ ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ñèñòåìà ✭✶✳✷✳✶✮ ìîæåò áûòü ïðåä✲

ñòàâëåíà â âèäå

A(t)x′(t) + B(t)x(t) + U(t)u(t) + r(t, x, y, u) = 0, (3.3.29)

ãäå A(t), B(t), U(t) îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì ✭✸✳✶✳✺✮✱ ôóíêöèÿ
r(t, x, y, u) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ìàëîñòè

lim
‖x‖,‖y‖,‖u‖→0

r(t, x, y, u)

‖x‖+ ‖y‖+ ‖u‖
= 0. (3.3.30)
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❰ïðåäåëåíèå ✸✳✸✳ Ñèñòåìó ✭✶✳✷✳✶✮✱ äîïóñêàþùóþ ïðåäñòàâëåíèå
✭✸✳✸✳✷✾✮✱ áóäåì íàçûâàòü ñòàáèëèçèðóåìîé✱ åñëè ñóùåñòâóþò äîñòà✲
òî÷íî ãëàäêèå (l×n)✲ìàòðèöà Ω(t) è âåêòîð✲ôóíêöèÿ ρ(t, x)✱ òàêèå✱
÷òî ïðè

u(t) = Ω(t)x(t) + ρ(t, x),

✭ρ(t, 0) ≡ 0✮ íóëåâîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ çàìêíóòîé ñèñòåìû

F (t, x(t), x′(t),Ω(t)x(t) + ρ(t, x(t))) = 0

àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî ïðè ëþáûõ íåëèíåéíûõ ôóíêöèÿõ
r(t, x, y, u)✱ ρ(t, x)✱ óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì ìàëîñòè ✭✸✳✸✳✸✵✮ â
îêðåñòíîñòÿõ òî÷êè x = 0✱ u = 0✳

Ïðåäïîëîæèì✱ ÷òî âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû ✸✳✻✳ ➶ ýòîì
ñëó÷àå ➘➚Ó ✭✸✳✸✳✷✶✮✱ ✭✸✳✸✳✷✷✮ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ýêâèâàëåíòíóþ
ôîðìó äëÿ ñèñòåìû ✭✶✳✷✳✶✮✳ ➘îïóñòèì✱ ÷òî â ✭✸✳✸✳✷✶✮✱ ✭✸✳✸✳✷✷✮ ôóíê✲
öèè ϕ1 è ϕ0 îáëàäàþò äîñòàòî÷íîé äëÿ äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé
ãëàäêîñòüþ✳ ➶ ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ ✭✸✳✶✳✷✮✱

ϕ1(t, 0, 0) = 0, ϕ0(t, 0, . . . , 0) = 0,

ñèñòåìà ✭✸✳✸✳✷✶✮✱ ✭✸✳✸✳✷✷✮ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

x′1(t) = J1(t)x1(t) + c(t)u(t) + r1(t, x1, u), (3.3.31)

x2(t) = J2(t)x1(t)+
r
∑

j=0

Gj(t)u
(j)(t)+r2(t, x1, u, u

′, . . . , u(r)), (3.3.32)

ãäå â óñëîâèÿõ òåîðåì ✶✳✹ è ✸✳✺
(

r2(t, x1, u, u
′, . . . , u(r))

r1(t, x1, u)

)

= −R [r(t, x, y, u)] , (3.3.33)

ôóíêöèÿ r(t, x, y, u) îïðåäåëÿåòñÿ èç ✭✸✳✸✳✷✾✮✱ îïåðàòîðR ✭ñì✳ ✭✶✳✶✳✹✮✱
✭✶✳✶✳✻✮✮ ïðåîáðàçóåò ñèñòåìó ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ ✭✶✳✶✳✶✮ â ýêâèâà✲
ëåíòíóþ ôîðìó

x′1(t) = J1(t)x1(t) + c(t)u(t), (3.3.34)
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x2(t) = J2(t)x1(t) +
r
∑

j=0

Gj(t)u
(j)(t), (3.3.35)

ãäå
(

−J2(t) Ed

−J1(t) O

)

= R [B(t)]Q1,

(

G0 G1 . . . Gr

c(t) O . . . O

)

=

= − (R0 . . . Rr)Ur(t), (3.3.36)

Ur(t) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé ✭✶✳✶✳✶✶✮✳
Ïóñòü â ✭✸✳✸✳✸✹✮ ýëåìåíòû (n− d)× (n− d)✲ìàòðèöû J1(t) è (n−

d)✲ìåðíîãî âåêòîðà c(t) ✖ äîñòàòî÷íî ãëàäêèå ôóíêöèè✳ ➶âåäåì â
ðàññìîòðåíèå âåêòîðû

S0(t) = c(t), Si(t) = J1(t)Si−1(t)− S ′
i−1(t), i = 1, n− d,

è ìàòðèöó óïðàâëÿåìîñòè

S(t) = (S0(t) S1(t) . . . Sn−d−1(t)) . (3.3.37)

➴ñëè S(t) îáðàòèìà✱ ìîæíî îïðåäåëèòü ôóíêöèþ

η(t) = S−1(t)Sn−d(t) = colon(η1(t), . . . , ηn−d(t)). (3.3.38)

➶ ❬✾✱ ñ✳ ✸✼✸❪ äîêàçàí ðåçóëüòàò î ñòàáèëèçèðóåìîñòè ñèñòåìû âèäà
✭✸✳✸✳✷✶✮ ✭äîïóñêàþùåé ïðåäñòàâëåíèå ✭✸✳✸✳✸✶✮✮✱ êîòîðûé ìîæåò áûòü
ñôîðìóëèðîâàí â ñëåäóþùåé ôîðìå✳

Òåîðåìà ✸✳✼✳ Ïóñòü â ñèñòåìå ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ ✭✸✳✸✳✸✹✮✿
✶✮ J1(t) ∈ C

n−d−1(I), c(t) ∈ C
n−d(I)❀

✷✮ ìàòðèöà óïðàâëÿåìîñòè ✭✸✳✸✳✸✼✮ ✖ ìàòðèöà ❐ÿïóíîâà❀
✸✮ â ✭✸✳✸✳✸✽✮ êàæäàÿ èç ôóíêöèé ηi(t) ∈ C

i−1(I) (i = 1, n− d) îãðà✲
íè÷åíà íà I âìåñòå ñî ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè äî ïîðÿäêà i−1 âêëþ✲
÷èòåëüíî✳

Òîãäà ñóùåñòâóåò âåëè÷èíà k0 > 0 òàêàÿ✱ ÷òî ïðè 0 < k ≤

k0 óðàâíåíèå ✭✸✳✸✳✷✶✮ ñòàáèëèçèðóåìî ïî ëèíåéíîìó ïðèáëèæåíèþ✱
ò✳å✳ íàéäåòñÿ ñòðîêà

h(t) = (h1(t), . . . , hn−d(t))H(t)



✶✵✷ ➹ëàâà ✸✳ ❮åëèíåéíûå ñèñòåìû

✭H(t) ✖ ìàòðèöà ❐ÿïóíîâà✱ à êàæäàÿ èç ôóíêöèé hi(t) ∈ C
i−1(I)

îãðàíè÷åíà âìåñòå ñî ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè äî ïîðÿäêà i− 1 âêëþ✲
÷èòåëüíî✮ òàêàÿ✱ ÷òî êàêîâû áû íè áûëè íåëèíåéíûå ôóíêöèè
r1(t, x1, u), ρ1(t, x1)✱ ïîä÷èíÿþùèåñÿ óñëîâèÿì

‖r1(t, x1, u)‖Rn−d ≤ k (‖x1‖Rn−d + |u|) , |ρ1(t, x1)| ≤ k ‖x1‖Rn−d

∀(t, x1, u) ∈ I ×X1×U (3.3.39)

ñ êîíñòàíòîé k ∈ (0, k0], ïðè

u(t) = h(t)x1(t) + ρ1(t, x1) (3.3.40)

íóëåâîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ çàìêíóòîãî óðàâíåíèÿ

x′1(t) = ϕ1(t, x1(t), h(t)x1(t) + ρ1(t, x1)),

àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî✳

➪óäåì ñ÷èòàòü✱ ÷òî â îáðàòíîé ñâÿçè ✭✸✳✸✳✹✵✮✱ ñòàáèëèçèðóþùåé
óðàâíåíèå ✭✸✳✸✳✷✶✮✱ ôóíêöèè h(t) è ρ1(t, x1) äîñòàòî÷íî ãëàäêèå✳ Ïî✲
ñëåäîâàòåëüíî äèôôåðåíöèðóÿ ðàâåíñòâî ✭✸✳✸✳✹✵✮ è ïîäñòàâëÿÿ â
íåãî âûðàæåíèå ✭✸✳✸✳✸✶✮ äëÿ x′1(t)✱ ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ïðåäñòàâ✲
ëåíèå äëÿ ïðîèçâîäíûõ îò óïðàâëåíèÿ

u(j)(t) = Θj(t)x1(t) + νj(t, x1, u) + θj(t, x1), j = 0, r, (3.3.41)

ãäå

Θ0(t) = h(t), ν0(t, x1, u) = 0, θ0(t, x1) = ρ1(t, x1);

Θj(t) = Θ′
j−1(t) + Θj−1(t)J1(t),

νj(t, x1, u) =

(

Θj−1 +
∂νj−1

∂x1
+
∂θj−1

∂x1

)

(c(t)u(t) + r1(t, x1, u))+
∂νj−1

∂t
+

(3.3.42)

+

(

∂νj−1

∂x1
J1(t) +

∂νj−1

∂u
Θ1

)

x1 +
∂νj−1

∂u
(ν1(t, x1, u) + θ1(t, x1)) ,



✸✳✸✳ Ñòàáèëèçèðóåìîñòü ïî ëèíåéíîìó ïðèáëèæåíèþ ✶✵✸

θj(t, x1) =
∂θj−1

∂t
+
∂θj−1

∂x1
J1(t)x1, j = 1, r.

Ðåçóëüòàòîì ïîäñòàíîâêè ✭✸✳✸✳✹✶✮ â ✭✸✳✸✳✸✷✮ áóäåò óðàâíåíèå

x2(t) =

(

J2(t) +
r
∑

j=0

Gj(t)Θj(t)

)

x1(t)+

+
r
∑

j=0

Gj(t) (νj(t, x1, u) + θj(t, x1)) + r2(t, x1, u, . . . , u
(r)). (3.3.43)

➶ ñëåäóþùåé òåîðåìå ñôîðìóëèðîâàíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñòà✲
áèëèçèðóåìîñòè ïî ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ ➘➚Ó ✭✶✳✷✳✶✮ ñî ñêàëÿðíûì
âõîäîì✱ ýêâèâàëåíòíàÿ ôîðìà êîòîðûõ èìååò âèä ✭✸✳✸✳✷✶✮✱ ✭✸✳✸✳✷✷✮✳

Òåîðåìà ✸✳✽✳ Ïóñòü✿
✶✮ F (t, x, y, u) ∈ C

3r+n−d+1(D)❀
✷✮ âûïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèÿ ✷✮✕✺✮ òåîðåìû ✸✳✺ è ïðåäïîëîæåíèÿ
✷✮✱ ✸✮ òåîðåìû ✸✳✻❀
✸✮ âûïîëíåíû óñëîâèÿ ✷✮✱ ✸✮ òåîðåìû ✸✳✼❀
✹✮ ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà µ0 > 0 òàêàÿ ÷òî äëÿ âñåõ
(t, x1, u, ..., u

(r)) ∈ I ×X1×U ×Vr âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà
∥

∥

∥
r2

(

t, x1, u, ..., u
(r)
)∥

∥

∥

R
d
≤ µ0

(

‖x1‖Rn−d + |u|+ . . .+ |u(r)|
)

,

ãäå r2
(

t, x1, u, ..., u
(r)
)

íàõîäèòñÿ èç ðàâåíñòâà ✭✸✳✸✳✸✸✮❀

✺✮ ìàòðèöû Θj(t) ✭j = 0, r✮ è J2(t) +
r
∑

j=0

Gj(t)Θj(t) îãðàíè÷åíû❀

✻✮ ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû µ1, µ2 > 0 òàêèå ÷òî äëÿ ëþáûõ j =
0, r è (t, x1, u) ∈ I ×X1×U èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà

∥

∥

∥

∥

∥

r
∑

j=0

Gj(t) (νj(t, x1, u) + θj(t, x1))

∥

∥

∥

∥

∥

R
d

≤ µ1 (‖x1‖Rn−d + |u|) ,

|νj(t, x1, u) + θj(t, x1)| ≤ µ2 (‖x1‖Rn−d + |u|) .
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Òîãäà ñóùåñòâóåò âåëè÷èíà k0 > 0 òàêàÿ✱ ÷òî ïðè 0 < k ≤ k0
íàéäåòñÿ ñòðîêà

h(t) = (h1(t), . . . , hn−d(t))H(t)

✭H(t) ✖ ìàòðèöà ❐ÿïóíîâà✱ à êàæäàÿ èç ôóíêöèé hi(t) ∈ C
i−1(I)

îãðàíè÷åíà âìåñòå ñî ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè äî ïîðÿäêà i− 1 âêëþ✲
÷èòåëüíî✮ òàêàÿ✱ ÷òî êàêîâû áû íè áûëè íåëèíåéíûå ôóíêöèè
ρ1(t, x1) ∈ C

2r+1(I) è r1(t, x1, u)✱ ïîä÷èíÿþùèåñÿ óñëîâèÿì ✭✸✳✸✳✸✾✮
✭ãäå ôóíêöèÿ r1(t, x1, u) íàõîäèòñÿ èç ✭✸✳✸✳✸✸✮✮✱ ïðè âûáîðå óïðàâ✲
ëåíèÿ â ôîðìå ✭✸✳✸✳✹✵✮ íóëåâîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ çàìêíóòîãî
óðàâíåíèÿ

F (t, x(t), x′(t), h(t)x1(t) + ρ1(t, x1(t))) = 0

àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî✳

➘îêàçàòåëüñòâî✳ ➶ ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ñïðàâåäëèâû òåî✲
ðåìû ✸✳✻ è ✶✳✹✳ Ïî òåîðåìå ✸✳✻ ýêâèâàëåíòíàÿ ôîðìà äëÿ ➘➚Ó ✭✶✳✷✳✶✮
✭èëè✱ ÷òî òî æå✱ ✭✸✳✸✳✸✵✮✮ èìååò âèä ✭✸✳✸✳✷✶✮✱ ✭✸✳✸✳✷✷✮✳ ➶ ñâîþ î÷åðåäü✱
ñèñòåìà ✭✸✳✸✳✷✶✮✱ ✭✸✳✸✳✷✷✮ äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå ✭✸✳✸✳✸✶✮✱ ✭✸✳✸✳✸✷✮✱
â êîòîðîì✱ ñîãëàñíî òåîðåìå ✶✳✹✱ ìàòðè÷íûå êîýôôèöèåíòû è ôóíê✲
öèè r1 è r2 íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëàì ✭✸✳✸✳✸✻✮✱ ✭✸✳✸✳✸✸✮✳

Ïðåäïîëîæåíèÿ òåîðåìû ãàðàíòèðóþò âûïîëíåíèå äëÿ ✭✸✳✸✳✷✶✮
âñåõ óñëîâèé òåîðåìû ✸✳✼✳ Ïî ýòîé òåîðåìå ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ
ñâÿçü ✭✸✳✸✳✹✵✮✱ ñòàáèëèçèðóþùàÿ óðàâíåíèå ✭✸✳✸✳✷✶✮✳ ➶ êíèãå ❬✾✱ ❝✳
✷✾✾❪ ïðèâåäåí êîíñòðóêòèâíûé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè h(t)
äëÿ ✭✸✳✸✳✹✵✮✳ ❐åãêî óñòàíîâèòü✱ ÷òî ïðåäïîëîæåíèå ✶✮ ãàðàíòèðóåò
âêëþ÷åíèå h(t) ∈ C

2r+1(I)✳ ➶ûáèðàÿ â ✭✸✳✸✳✹✵✮ ôóíêöèþ ρ1(t, x1) èç
ïðîñòðàíñòâà C

2r+1(I)✱ ìû äîáúåìñÿ✱ ÷òîáû óïðàâëåíèå ✭✸✳✸✳✹✵✮ îá✲
ëàäàëî ñâîéñòâîì u(t) ∈ C

2r+1(I)✱ êîòîðîå ôèãóðèðóåò â óñëîâèÿõ
òåîðåìû ✶✳✹✳

➶ûøå áûëî ïîêàçàíî✱ ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ✭✸✳✸✳✸✷✮ ✭èëè✱
÷òî òî æå✱ ✭✸✳✸✳✷✷✮✮ ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå ✭✸✳✸✳✹✸✮✱ ✭✸✳✸✳✹✶✮✱ ✭✸✳✸✳✹✷✮✳
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❮åòðóäíî ïîêàçàòü✱ ÷òî â ïðåäïîëîæåíèÿõ ✹✮✕✻✮ ‖x2‖Rd → 0 ïðè
‖x1‖Rn−d → 0✱ |u| → 0.

Òàêèì îáðàçîì✱ ïðè âûáîðå óïðàâëåíèÿ â ôîðìå ✭✸✳✸✳✹✵✮ íóëåâîå
ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû ✭✸✳✸✳✸✶✮✱ ✭✸✳✸✳✸✷✮✱ à ñëåäîâàòåëüíî✱ è
ñèñòåìû ✭✸✳✸✳✷✶✮✱ ✭✸✳✸✳✷✷✮✱ áóäåò àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî✳

Ñîãëàñíî òåîðåìå ✸✳✻✱ ❝èñòåìû ✭✸✳✸✳✷✶✮✱ ✭✸✳✸✳✷✷✮ è ✭✶✳✷✳✶✮ ýêâèâà✲
ëåíòíû â ñìûñëå ðåøåíèé✱ ïîýòîìó îáðàòíàÿ ñâÿçü ✭✸✳✸✳✹✵✮ ñòàáèëè✲
çèðóåò è ➘➚Ó ✭✶✳✷✳✶✮✳

✸✳✹ Óñòîé÷èâîñòü íåëèíåéíûõ ñèñòåì ïî ïåðâîìó

ïðèáëèæåíèþ

Ðàññìîòðèì íåëèíåéíóþ ñèñòåìó ➘➚Ó

F (t, x(t), x′(t)) = 0, t ∈ I, (3.4.1)

ãäå F (t, x, x′) îïðåäåëåíà â îáëàñòèD = I×X×R
n✱ X ✖ îêðåñòíîñòü

òî÷êè x = 0✳

➘ëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåçóëüòàòîâ ïî óñòîé÷èâîñòè áóäåì èñïîëüçîâàòü
ðåçóëüòàòû ïîëó÷åííûå â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ñ òîé ëèøü ïîïðàâ✲
êîé✱ ÷òî â ➘➚Ó ✭✸✳✹✳✶✮ îòñóòñòâóåò óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå✳

➘ëÿ ñèñòåìû ✭✸✳✹✳✶✮ ïðèìåíèìû ïðèâåäåííûå ðàíåå îïðåäåëåíèÿ
óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé ✭ñì✳ îïðåäåëåíèÿ ✷✳✽✱ ✷✳✾✮✳

➶ ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ñèñòåìà ✭✸✳✹✳✶✮ ìîæåò áûòü ïðåä✲
ñòàâëåíà â âèäå

A(t)x′(t) + B(t)x(t) + r(t, x(t), x′(t)) = 0, (3.4.2)

ãäå A(t), B(t) îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì ✭✸✳✶✳✺✮✱ ôóíêöèÿ r(t, x, y)
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ìàëîñòè

lim
‖x‖,‖y‖→0

r(t, x, y)

‖x‖+ ‖y‖
= 0.
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Ïðåäïîëîæèì✱ ÷òî âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû ✸✳✺✳ ➶ ýòîì
ñëó÷àå ➘➚Ó

x′1(t) = f1(t, x1(t)), (3.4.3)

x2(t) = f0(t, x1(t)), (3.4.4)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýêâèâàëåíòíóþ ôîðìó äëÿ ñèñòåìû ✭✸✳✹✳✶✮✳ ➘î✲
ïóñòèì✱ ÷òî â ✭✸✳✹✳✸✮✱ ✭✸✳✹✳✹✮ ôóíêöèè f1 è f0 îáëàäàþò äîñòàòî÷íîé
ãëàäêîñòüþ✳ Ïîñêîëüêó✱ â ñèëó ñâîéñòâà ✭✸✳✶✳✷✮✱ f1(t, 0) = 0, f0(t, 0) =
0 ∀t ∈ I, ñèñòåìà ✭✸✳✹✳✸✮✱ ✭✸✳✹✳✹✮ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

x′1(t) + J1(t)x1(t) + r1(t, x1(t)) = 0, (3.4.5)

x2(t) + J2(t)x1(t) + r2(t, x1(t)) = 0, (3.4.6)

ãäå â óñëîâèÿõ òåîðåìû ✶✳✹
(

r2(t, x1)
r1(t, x1)

)

= R [r(t, x, x′)] , (3.4.7)

îïåðàòîð R ✭ñì✳ ✭✶✳✶✳✹✮✱ ✭✶✳✶✳✻✮✮ ïðåîáðàçóåò ñèñòåìó ïåðâîãî ïðè✲
áëèæåíèÿ ✭✶✳✶✳✶✮ â ýêâèâàëåíòíóþ ôîðìó ✭✶✳✶✳✼✮✱ ✭✶✳✶✳✽✮✳

Òåîðåìà ✸✳✾✳ Ïóñòü✿
✶✮ F (t, x, y) ∈ C

2r+2(D)❀
✷✮ âûïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèÿ ✷✮✕✺✮ òåîðåìû ✸✳✻❀
✸✮ ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà m > 1 è ôóíêöèÿ µ(t) ∈ C(I)✱ èìåþùàÿ
íåïîëîæèòåëüíûé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîêàçàòåëü✱ òàêèå ÷òî â
íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x1 = 0 ôóíêöèÿ r1(t, x1) èç ✭✸✳✹✳✼✮
ïîä÷èíåíà óñëîâèþ

‖r1(t, x1)‖ ≤ µ(t)‖x1‖
m;

✹✮ ñèñòåìà x′1(t)+J1(t)x1(t) = 0 ïðàâèëüíà è âñå åå õàðàêòåðèñòè✲
÷åñêèå ïîêàçàòåëè îòðèöàòåëüíû❀
✺✮ â ✭✸✳✹✳✻✮ J2 èìååò íåïîëîæèòåëüíûé õàðàêòèðèñòè÷åêèé ïîêà✲
çàòåëü è ‖r2(t, x1)‖ → 0 ïðè ‖x1‖ → 0✳
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Òîãäà òðèâèàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ✭✸✳✹✳✷✮ àñèìïòîòè÷åñêè
óñòîé÷èâî✳

➘îêàçàòåëüñòâî✳ ➶ ïðåäïîëîæåíèÿõ ✶✮✱ ✷✮ ñïðàâåäëèâà òåîðåìà
✶✳✹✱ â ñîîòâåòñòâèè ñ óòâåðæäåíèåì êîòîðîé ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
✭✸✳✹✳✼✮✳ Ïî òåîðåìå ✸✳✻ ➘➚Ó ✭✸✳✹✳✷✮ è ✭✸✳✹✳✺✮✱ ✭✸✳✹✳✻✮ èìåþò îäíè è òå
æå ðåøåíèÿ✳

➶ óñëîâèÿõ ✸✮✱ ✹✮ äëÿ ñèñòåìû ✭✸✳✹✳✺✮ âûïîëíÿþòñÿ âñå ïðåäïîëî✲
æåíèÿ òåîðåìû ❐ÿïóíîâà îá óñòîé÷èâîñòè ïî ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ
❬✾✱ ñ✳ ✸✺✶❪✱ ñîãëàñíî êîòîðîé òðèâèàëüíîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ
àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî✱ ïðè÷åì ðåøåíèÿ✱ íà÷èíàþùèåñÿ âáëèçè
òî÷êè x1 = 0✱ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ýêñïîíåíöèàëüíî✳

Ïðåäïîëîæåíèå ✺✮ ãàðàíòèðóåò✱ ÷òî ‖x2(t)‖ → 0 ïðè ‖x1‖ →
0✳ Ýòî îçíà÷àåò✱ ÷òî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû ✭✸✳✹✳✺✮✱ ✭✸✳✹✳✻✮
àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî✳ Ñëåäîâàòåëüíî✱ òðèâèàëüíîå ðåøåíèå ñè✲
ñòåìû ✭✸✳✹✳✷✮ òàêæå áóäåò àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì✳

Ïðèìåð ✸✳✶✳ Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå ïðåäïîëîæåíèé òåîðåìû ✸✳✾
äëÿ ➘➚Ó

(χ′
3(t))

2
+χ2(t) = 0, χ1(t)+χ3(t) = 0, χ′

1(t)+2χ′
3(t)−χ1(t) = 0, t ∈ R,

(3.4.8)
ãäå íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ x(t) = colon (χ1(t), χ2(t), χ3(t)) , χi : R →

R✳ ❮èæå áóäåò ïîêàçàíî✱ ÷òî èíäåêñ íåðàçðåøåííîñòè ➘➚Ó ✭✸✳✹✳✽✮
✭ñì✳ îïðåäåëåíèå ✶✳✼✮ ðàâåí äâóì✱ êðîìå òîãî✱ ñèñòåìà íåëèíåéíà ïî

x′✱ à ìàòðèöà ßêîáè
∂F

∂x′
=





0 0 2χ′
3

0 0 0
1 0 2



 èìååò ïåðåìåííûé ðàíã✳

❰÷åâèäíî✱ ÷òî èìååò ìåñòî óñëîâèå ✶✮✳ Ïîêàæåì✱ ÷òî ïðåäïîëîæå✲
íèÿ ✷✮ ✲ ✺✮ òåîðåìû ✸✳✺ âûïîëíÿþòñÿ ïðè r = 2✳ ➘ëÿ ýòîãî ïîñòðîèì
òðè äèôôåðåíöèàëüíûå ïðîäîëæåíèÿ

2χ′
3χ

′′
3 + χ′

2 = 0, χ′
1 + χ′

3 = 0, χ′′
1 + 2χ′′

3 − χ′
1 = 0, (3.4.9)

2 (χ′′
3)

2
+2χ′

3χ
′′′
3 +χ′′

2 = 0, χ′′
1+χ

′′
3 = 0, χ′′′

1 +2χ′′′
3 −χ′′

1 = 0, (3.4.10)
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6χ′′
3χ

′′′
3 + 2χ′

3χ
IV
3 + χ′′′

2 = 0, χ′′′
1 + χ′′′

3 = 0, χIV
1 + 2χIV

3 − χ′′′
1 = 0
(3.4.11)

è ìàòðèöó

Γ3,x =













































0
1
−1

0
0
0

0
0
0

1 0 0 0 2χ′

3 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 2 0 0 0

0 0 0 1 2χ′′

3 0 0 2χ′

3

0 0 1 0 1 0 0 0
0 0 −1 0 0 1 0 2

0 0 0 0 2χ′′′

3 0 1 4χ′′

3

0 0 0 0 0 1 0 1
0 0 0 0 0 −1 0 0

0 0
0 0
0 0

0 0
0 0
0 0

0 0
0 0
1 0

0
0
0

0
0
0

2χ′

3

0
2

0 0 0
0 0 0
0 0 0

0 0 0
0 0 0
0 0 0

0 0 0
0 0 0
0 0 0

0
0
0

0 0 0 0 2χIV
3 0 0 6χ′′′

3

0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

0 1
1 0
−1 0

6χ′′

3

1
0

0 0 2χ′

3

0 0 0
1 0 2













































.

(3.4.12)

Ïðîâåðèì óñëîâèå ✷✮✳ ❐åãêî óâèäåòü✱ ÷òî

rank Γ1,z = rank





0 0 2χ′
3

0 0 0
1 0 2



 =
{ 1, χ′

3 = 0
2, χ′

3 6= 0
,

íî rank Γ2,z = rank

















0 0 2χ′
3 0 0 0

0 0 0 0 0 0
1 0 2 0 0 0

0 1 4χ′′
3 0 0 2χ′

3

1 0 1 0 0 0
−1 0 0 1 0 2

















= ρ = 4 ïðè ëþáûõ

çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííûõ✳

➘âîéíîé ÷åðòîé ìàòðèöà Γ3,x ðàçäåëåíà íà ÷åòûðå áëîêà✱ ïðè
ýòîì ëåâûé âåðõíèé áëîê ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìàòðèöó Γ2,x✳ Ôèãóðè✲
ðóþùàÿ â óñëîâèè ✸✮ ìàòðèöà∆2 ✭ñì✳ ✭✸✳✸✳✸✮✮ ñóùåñòâóåò✱ åå ñòîëáöû
â ìàòðèöå Γ2,x âûäåëåíû ðàìêàìè✳ Òàêèì îáðàçîì✱ ïðåäïîëîæåíèå
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✸✮ òåîðåìû ✸✳✺ òàêæå âûïîëíåíî✱ ïðè ýòîì d = nr−ρ = 2 è â ✭✸✳✸✳✹✮

x1 = χ1, x2 = (χ2, χ3), Z1 = (χ′′
1, χ

′′
2, χ

′′
3, χ

′′′
3 ), Z2 = (χ′′′

1 , χ
′′′
2 ),

òàê ÷òî y1 = χ′
1, y2 = (χ′

2, χ
′
3).

Ïðîâåðèì óñëîâèå ✹✮✳ ➶ ìàòðèöå
(

∂ F3

∂Z2

∂ F3

∂z3

)

=

(

∂ F3

∂χ′′′
1

∂ F3

∂χ′′′
2

∂ F3

∂χIV
1

∂ F3

∂χIV
2

∂ F3

∂χIV
3

)

=

=























0 0

0 0
0 0
1 0

0 1
1 0
−1 0

0 0

0 0
0 0
0 0

0 0
0 0
1 0

0

0
0
0

2χ′
3

0
2























ñòîëáöû ìàòðèöû S èç ✭✸✳✸✳✶✺✮ âûäåëåíû ðàìêîé✳ ❮åòðóäíî óáåäèòü✲
ñÿ✱ ÷òî rank Γ3,z = ρ+ n = 7 è

rank

(

∂ F3

∂Z1
S

)

= rank































0 0 2χ′
3 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0
1 0 2 0 0 0 0

0 1 4χ′′
3 2χ′

3 0 0 0
1 0 1 0 0 0 0
−1 0 0 2 1 0 0

0 0 6χ′′′
3 6χ′′

3 0 1 2χ′
3

0 0 0 1 1 0 0
0 0 0 0 −1 0 2































= 7.

Òàêèì îáðàçîì✱ óñëîâèå ✭✸✳✸✳✶✹✮✱ à òåì ñàìûì è óñëîâèå ✹✮ òåîðåìû
✸✳✺✱ âûïîëíåíî✱ ïðè÷åì Z3 = colon

(

χ′′′
1 , χ

′′′
2 , χ

IV
3

)

✱ Z4 = colon
(

χIV
1 , χIV

2

)

✳
➘ëÿ ïðîâåðêè ïðåäïîëîæåíèÿ ✺✮ äîñòàòî÷íî ïîëó÷èòü îöåíêó ñíè✲

çó äëÿ âåëè÷èíû l (∆3) = min
‖κ‖

R
12=1

‖∆3κ‖R12 è îöåíêó ñâåðõó äëÿ
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L(∆̂) = max
‖κ̂‖

R
4=1

‖∆̂κ̂‖
R

12✳ ➘ëÿ óäîáñòâà âûáåðåì íîðìó âåêòîðà

‖κ‖Rn =
n
∑

j=1

|κj| ✭κj ✖ êîìïîíåíòû âåêòîðà κ✮✱ êîòîðàÿ èíäóöèðóåò

ìàòðè÷íóþ íîðìó ‖A‖ = max
1≤k≤n

m
∑

j=1

|ajk|. Ïîñêîëüêó

∆̂ =

(

∂ F3

∂t

∂ F3

∂x1

∂ F3

∂Z4

)

=

(

∂ F3

∂t

∂ F3

∂χ1

∂ F3

∂χIV
1

∂ F3

∂χIV
2

)

=

=











































0 0 0 0
0 1 0 0
0 −1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0











































,

òî ‖∆̂κ̂‖
R

12 = 2|κ̂2| + |κ̂3|✳ Ñ ó÷åòîì òîãî✱ ÷òî |κ̂2| ≤ 1 è |κ̂3| ≤ 1,
ïîëó÷àåì îöåíêó L(∆̂) ≤ 3✳

➶ûïèøåì ìàòðèöó

∆3 =

(

∂ F3

∂x2

∂ F3

∂y

∂ F3

∂Z1

∂ F3

∂Z3

)

=

= (
∂ F3

∂χ2

∂ F3

∂χ3

∂ F3

∂χ′
1

∂ F3

∂χ′
2

∂ F3

∂χ′
3

∂ F3

∂χ′′
1

∂ F3

∂χ′′
2

∂ F3

∂χ′′
3

∂ F3

∂χ′′′
1

∂ F3

∂χ′′′
2

∂ F3

∂χ′′′
3

∂ F3

∂χIV
3

) =
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=

































1 0 0 0 2χ′

3 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 2 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 2χ′′

3 0 0 2χ′

3 0 0 0 0
0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 −1 0 0 1 0 2 0 0 0 0
0 0 0 0 2χ′′′

3 0 1 4χ′′

3 0 0 2χ′

3 0
0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 −1 0 0 1 0 2 0
0 0 0 0 2χIV

3 0 0 6χ′′′

3 0 1 6χ′′

3 2χ′

3

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 −1 0 0 2

































.

Ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà l(∆3) > 0 ñëåäóåò èç îáðàòèìîñòè
ìàòðèöû ∆3 ïðè âñåõ âåùåñòâåííûõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòîâ✳ Ïóñòü
∆3κ = β✱ òîãäà x = ∆−1

3 β✳ ❰öåíèâ ïî íîðìå✱ ïîëó÷èì 1 = ‖x‖ =

‖∆−1
3 β‖ ≤ ‖∆−1

3 ‖‖β‖✱ îòêóäà ‖β‖ ≥
1

‖∆−1
3 ‖

✳ Òàêèì îáðàçîì✱ l(∆3) ≥

1

‖∆−1
3 ‖

✳ ❒àòðèöà ∆−1
3 ëåãêî íàõîäèòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì

ïàêåòà ▼❆❚▲❆❇

∆−1
3 =

































1 0 −2χ′

3 0 2χ′

3 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 −1 0 2 0 0 0 0 0 0 0
0 0 α1,1 1 α2,1 −2χ′

3 0 2χ′

3 0 0 0 0
0 0 1 0 −1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 −2 −1 0 2 0 0 0 0
0 0 α1,2 0 α2,2 α3,2 1 α4,2 −2χ′

3 0 2χ′

3 0
0 0 −1 0 2 1 0 −1 0 0 0 0
0 0 −1 0 2 1 0 −2 −1 0 2 0
0 0 α1,3 0 α2,3 α3,3 0 α4,3 α5,3 1 α6,3 −χ′

3

0 0 1 0 −2 −1 0 2 1 0 −1 0
0 0 −1/2 0 1 1/2 0 −1 −1/2 0 1 1/2

































,

ãäå α1,1 = −2χ′′
3 + 2χ′

3✱ α1,2 = −2χ′′′
3 + 4χ′′

3 − 2χ′
3✱ α1,3 = −2χIV

3 +
6χ′′′

3 − 6χ′′
3 + χ′

3✱ α2,1 = 2χ′′
3 − 4χ′

3✱ α2,2 = 2χ′′′
3 − 8χ′′

3 + 4χ′
3✱ α2,3 =
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2χIV
3 −12χ′′′

3 +12χ′′
3−2χ′

3✱ α3,2 = −4χ′′
3+2χ′

3✱ α3,3 = −6χ′′′
3 +6χ′′

3−χ
′
3✱

α4,2 = 4χ′′
3 − 4χ′

3✱ α4,3 = 6χ′′′
3 − 12χ′′

3 + 2χ′
3✱ α5,3 = −6χ′′

3 + χ′
3✱ α6,3 =

6χ′′
3 − 2χ′

3✳
❐åãêî ïîëó÷èòü îöåíêó

‖∆−1
3 ‖ ≤ 2

(

6 + 6|χ′
3|+ 11|χ′′

3|+ 7|χ′′′
3 |+ |χIV

3 |
)

≤

≤ 2 (6 + 11‖ (x1, y, Z1, Z2) ‖) .

Òåì ñàìûì✱ L(∆̂)/l(∆3) ≤ L(∆̂)‖∆−1
3 ‖ ≤ 6 (6 + 11‖ (x1, y, Z1, Z2) ‖) .

❰÷åâèäíî✱ ÷òî ôóíêöèÿ v(s) = 6(6+11s) îáëàäàåò âñåìè ñâîéñòâàìè✱
îáåñïå÷èâàþùèìè âûïîëíåíèå ïðåäïîëîæåíèÿ ✺✮ òåîðåìû ✸✳✺✳

Ïðîâåðèì îñòàâøèåñÿ óñëîâèÿ ✸✮ ✲ ✺✮ òåîðåìû ✸✳✾✳ ➘ëÿ ýòîãî
íàì òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü ýêâèâàëåíòíóþ ôîðìó äëÿ ñèñòåìû ïåð✲
âîãî ïðèáëèæåíèÿ✳

❮àéäåì ìàòðèöû

A(t) =
∂F (t, x, y)

∂y
(t, 0, 0) =





0 0 0
0 0 0
1 0 2



 ,

B(t) =
∂F (t, x, y)

∂x
(t, 0, 0) =





0 1 0
1 0 1
−1 0 0



 .

Òîãäà ➘➚Ó




0 0 0
0 0 0
1 0 2









χ′
1(t)
χ′
2(t)
χ′
3(t)



+





0 1 0
1 0 1
−1 0 0









χ1(t)
χ2(t)
χ3(t)



 = 0 (3.4.13)

áóäåò ñèñòåìîé ïåðâîãî ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ ñèñòåìû ✭✸✳✹✳✽✮✳
Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå ïðåäïîëîæåíèé ëåììû ✶✳✶✳ ❰÷åâèäíî✱ ÷òî

óñëîâèå ✶✮ âûïîëåíî✳ ➘ëÿ ïðîâåðêè óñëîâèé ✷✮✲✸✮ ïîñòðîèì ✷ äèô✲
ôåðåíöèàëüíûõ ïðîäîëæåíèÿ ñèñòåìû ✭✸✳✹✳✶✸✮

χ′
2 = 0, χ′

1 + χ′
3 = 0, χ′′

1 + 2χ′′
3 − χ′

1 = 0,



✸✳✹✳ Óñòîé÷èâîñòü íåëèíåéíûõ ñèñòåì ïî ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ ✶✶✸

χ′′
2 = 0, χ′′

1 + χ′′
3 = 0, χ′′′

1 + 2χ′′′
3 − χ′′

1 = 0.

❰÷åâèäíî✱

rankD2,z = rank



















0 0 0
0 0 0
1 0 2
0 1 0
1 0 1

−1 0 0

0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
1 0

0
0
0
0
0
2



















= 4 = const ∀t ∈ I.

Òàêèì îáðàçîì✱ âûïîëíåíî óñëîâèå ✷✮✳

Ðàìêîé â ìàòðèöå

D2,x =

































0
1

−1

0
0
0

0
0
0

1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 2 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 1 0 0 0
0 0 −1 0 0 1 0 2

0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1 0 1
0 0 0 0 0 −1 0 0

0 0
0 0
0 0

0 0
0 0
0 0

0 0
0 0
1 0

0
0
0

0
0
0

0
0
2

































(3.4.14)
âûäåëåíû ñòîëáöû✱ êîòîðûå âõîäÿò â ðàçðåøàþùèé ìèíîð✳ Òàêèì
îáðàçîì✱ âûïîëíåíî óñëîâèå ✸✮✱ è ñóùåñòâóåò îïåðàòîð âèäà ✭✶✳✶✳✹✮
ñî ñâîéñòâîì ✭✶✳✶✳✺✮✳ ❒àòðèöà ïåðåñòàíîâîê ñòîëáöîâ Q1 â íàøåì
ñëó÷àå áóäåò åäèíè÷íîé✳ ➘ëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè îïåðàòîð R✱ âûïè✲
øåì ìàòðèöó

Λ2(t) = D2,x(t)diag

(

Q−1
1

(

O

E2

)

, Q−1
1 , . . . , Q−1

1

)

=



✶✶✹ ➹ëàâà ✸✳ ❮åëèíåéíûå ñèñòåìû

=































1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 2 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 −1 0 0 1 0 2 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 −1 0 0 1 0 2































.

➘àëåå ïî ôîðìóëå ✭✶✳✶✳✻✮ ïîëó÷èì çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ îïå✲
ðàòîðà R

(R0(t) R1(t) R2(t)) = (E3 O . . . O)Λ⊤
2 (t)

(

Λ2(t)Λ
⊤
2 (t)

)−1
=

=





1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 −1 0 2 0 0 0 0



 .

Òàêèì îáðàçîì

R =





1 0 0
0 1 0
0 0 −1



+





0 0 0
0 0 0
0 2 0





d

dt
. (3.4.15)

Ïîäåéñòâîâàâ îïåðàòîðîì ✭✸✳✹✳✶✺✮ íà ➘➚Ó ✭✸✳✹✳✶✸✮✱ ïîëó÷èì ýêâèâà✲
ëåíòíóþ ôîðìó äëÿ ➘➚Ó ✭✸✳✹✳✶✸✮

χ′
1(t) + χ1(t) = 0, (3.4.16)

(

χ2(t)
χ3(t)

)

+

(

0
1

)

χ1(t) = 0, (3.4.17)

ïðè ýòîì d = 2✳
Ñïåêòð ñèñòåìû ✭✸✳✹✳✶✻✮ ñîñòîèò èç îäíîãî ÷èñëà λ = −1✳ ➶û÷èñ✲

ëèì

limt→∞

1

t

t
∫

t0

Sp B̃(τ)dτ − d = 1− d = −1.



✸✳✹✳ Óñòîé÷èâîñòü íåëèíåéíûõ ñèñòåì ïî ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ ✶✶✺

Ñëåäîâàòåëüíî✱ ñèñòåìà ✭✸✳✹✳✶✻✮ ïðàâèëüíà ✭ñì✳ îïðåäåëåíèå ✷✳✶✽✮✱ è
âñå åå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïîêàçàòåëè îòðèöàòåëüíû✱ ò✳å✳ âûïîëíåíî
óñëîâèå ✹✮✳

Ïðîâåðèì óñëîâèå ✺✮ òåîðåìû ✸✳✾✳ ➘ëÿ ýòîãî âû÷èñëèì õàðàêòå✲

ðèñòè÷åñêèå ïîêàçàòåëè ìàòðèöû J2(t) =

(

0
1

)

èç ✭✸✳✹✳✶✼✮✳

χ[J2(t)] = χ[‖J2(t)‖] = χ[1] = 0.

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ F (t, x, x′) è åå ïðîèçâîäíûå íå çàâèñÿò îò
t ✭ñëåäîâàòåëüíî✱ îãðàíè÷åíû ïî t✮✱ òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ ✸✮ è ✺✮
òåîðåìû ✸✳✾✳

Òàêèì îáðàçîì âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû ✸✳✾✳ ➶ ñîîòâåò✲
ñòâèè ñ óòâåðæäåíèåì ýòîé òåîðåìû òðèâèàëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû
✭✸✳✹✳✽✮ ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì✳

➘ëÿ ïðîâåðêè ïîëó÷åííîé ýêâèâàëåíòíîé ôîðìû íàéäåì íåÿâíóþ
ôóíêöèþ✱ óäîâëåòâîðÿþùóþ ñèñòåìå ✭✸✳✹✳✽✮ ✲ ✭✸✳✹✳✶✵✮✱

χ2 = −χ2
1, χ3 = −χ1, χ

′
1 = −χ1, (3.4.18)

χ′
2 = 2χ2

1, χ
′
3 = χ1, χ

′′
1 = χ1, χ

′′
2 = χ1(χ

′′′
1 − 3χ1),

χ′′
3 = −χ1, χ

′′′
3 = 1/2(χ1 − χ′′′

1 ).

Òîãäà ýêâèâàëåíòíàÿ ôîðìà äëÿ ñèñòåìû ✭✸✳✹✳✽✮ èìååò âèä

χ′
1(t) = −χ1(t), (3.4.19)

χ2(t) = −χ2
1(t),

χ3(t) = −χ1(t), (3.4.20)

ãäå x1(t) = χ1(t), x2(t) = colon(χ2(t), χ3(t)).
Ñèñòåìà ✭✸✳✹✳✽✮ èìååò îáùåå ðåøåíèå

χ1(t) = ce−t, χ2(t) = −c2e−2t, χ3(t) = −ce−t,



✶✶✻ ➹ëàâà ✸✳ ❮åëèíåéíûå ñèñòåìû

ãäå c ∈ R ✖ ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà✳
❰÷åâèäíî✱ ÷òî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå ➘➚Ó ✭✸✳✹✳✽✮ ýêñïîíåíöèàëü✲

íî óñòîé÷èâî✳



➬àêëþ÷åíèå

➶ äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ êàê ëèíåéíûõ✱
òàê è íåëèíåéíûõ ➘➚Ó✱ áûëà èñïîëüçîâàíà ñòðóêòóðíàÿ ôîðìà✱ íà✲
çûâàåìàÿ ýêâèâàëåíòíîé✱ â êîòîðîé ðàçäåëåíû ✏àëãåáðàè÷åñêàÿ✑ è
✏äèôôåðåíöèàëüíàÿ✑ ïîäñèñòåìû✳ Ïðåìóùåñòâà òàêîãî ïîäõîäà îáó✲
ñëîâëåíû òåì✱ ÷òî ýòà ñòðóêòóðíàÿ ôîðìà ýêâèâàëåíòíà èñõîäíîé
ñèñòåìå â ñìûñëå ðåøåíèé✱ àâòîìàòè÷åñêè ðåøàåò çàäà÷ó î ñîãëà✲
ñîâàíèè íà÷àëüíûõ äàííûõ✱ è ïðè åå ïîñòðîåíèè íå èñïîëüçóåòñÿ
çàìåíà ïåðåìåííûõ✳ ✃ðîìå òîãî✱ â ëèíåéíîì ñëó÷àå ïîñòðîåíèå ýê✲
âèâàëåíòíîé ôîðìû îòëè÷àåòñÿ êîíñòðóêòèâíîñòüþ✱ à ñóùåñòâîâà✲
íèå ýòîé ôîðìû äëÿ íåëèíåéíûõ ➘➚Ó äîïóñêàåò èññëåäîâàíèå êà✲
÷åñòâåííûõ ñâîéñòâ ïî ëèíåéíîìó ïðèáëèæåíèþ ïðè ïðîèçâîëüíî
âûñîêîì èíäåêñå íåðàçðåøåííîñòè✳

➶ ïåðâîé ãëàâå äëÿ ñîïðÿæåííîé ëèíåéíîé ➘➚Ó ïîñòðîåíà ýê✲
âèâàëåíòíàÿ ñòðóêòóðíàÿ ôîðìà è äîêàçàíî✱ ÷òî îïåðàòîð✱ ïðåîá✲
ðàçóþùèé ê ýòîé ôîðìå✱ îáëàäàåò ïðàâûì îáðàòíûì✳ Òàêæå áûëà
äîêàçàíà òåîðåìà îá îäíîâðåìåííîé ðàçðåøèìîñòè èñõîäíîé ñèñòå✲
ìû ➘➚Ó è ñîîòâåòñòâóþùåé ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû✳ Ýòè ðåçóëüòàòû
íîñÿò çàêîí÷åííûé õàðàêòåð✳

➶î âòîðîé ãëàâå äëÿ ëèíåéíûõ ➘➚Ó ïîëó÷åíû óñëîâèÿ R✲óïðàâ✲
ëÿåìîñòè è R✲íàáëþäàåìîñòè✱ â òîì ÷èñëå â òåðìèíàõ ìàòðèö óïðàâ✲
ëÿåìîñòè è íàáëþäàåìîñòè✳ ➘îêàçàíû òåîðåìû✱ ñâÿçûâàþùèå ýòè
ïîíÿòèÿ✳ ➘ëÿ ñèñòåì èíäåêñà ✶ ïîëó÷åíû óñëîâèÿ äåòåêòèðóåìîñòè✳
❮à îñíîâå ïðèâåäåíèÿ ëèíåéíîé ➘➚Ó ñ âåêòîðíûì óïðàâëåíèåì ê
ñèñòåìå ñî ñêàëÿðíûì óïðàâëÿþùèì âîçäåéñòâèåì áûëè ïîëó÷åíû

✶✶✼



✶✶✽ ➬àêëþ÷åíèå

óñëîâèÿ ñòàáèëèçèðóåìîñòè✳ ➶ óñëîâèÿõ ñóùåñòâîâàíèÿ ýêâèâàëåíò✲
íîé ôîðìû áûëè ïîëó÷åíû êðèòåðèè ïðàâèëüíîñòè è ïðèâîäèìîñòè
➘➚Ó ïðîèçâîëüíî âûñîêîãî èíäåêñà íåðàçðåøåííîñòè✳

➬à ðàìêàìè äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû îñòàëîñü èññëåäîâàíèå äðó✲
ãèõ òèïîâ óïðàâëÿåìîñòè ➘➚Ó✱ íàïðèìåð✱ èìïóëüñíîé óïðàâëÿåìî✲
ñòè✱ ñèëüíîé óïðàâëÿåìîñòè✱ óïðàâëÿåìîñòè íà áåñêîíå÷íîñòè✱ çà✲
äà÷ ñòàðòîâîãî óïðàâëåíèÿ è äð✳ Òåõíèêà✱ èñïîëüçîâàííàÿ äëÿ ïîëó✲
÷åíèÿ óñëîâèé ñòàáèëèçèðóåìîñòè✱ ò✳å✳ ïåðåõîä ê ñèñòåìå ñî ñêàëÿð✲
íûì âõîäîì✱ ìîæåò áûòü â äàëüíåéøåì èñïîëüçîâàíà äëÿ ïîëó÷åíèÿ
óñëîâèé äåòåêòèðóåìîñòè ➘➚Ó ïðîèçâîëüíîãî èíäåêñà✳

➶ òðåòüåé ãëàâå áûëè ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ëîêàëüíîé R✲óïðàâëÿå✲
ìîñòè â íîëü äëÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìû ➘➚Ó è ëîêàëüíîé R✲íàáëþäà✲
åìîñòè✳ Òàêæå áûëè äîêàçàíû òåîðåìû îá óñòîé÷èâîñòè ïî ïåðâîìó
ïðèáëèæåíèþ è ñòàáèëèçèðóåìîñòè ➘➚Ó ñî ñêàëÿðíûì âõîäîì✳

Ïîëó÷åííûå êðèòåðèè ñîçäàþò ïðåäïîñûëêè äëÿ èññëåäîâàíèÿ
çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ✳ Ïåðñïåêòèâà äàëüíåéøèõ èññëåäî✲
âàíèé òàêæå ñâÿçàíà ñ èçó÷åíèåì äðóãèõ òèïîâ óïðàâëÿåìîñòè è
íàáëþäàåìîñòè íåëèíåéíûõ ñèñòåì✱ â ÷àñòíîñòè✱ ñ èññëåäîâàíèåì
➘➚Ó ñ âåêòîðíûì óïðàâëåíèåì✳



❐èòåðàòóðà

❬✶❪ ➪îÿðèíöåâ Þ✳➴✳✱ ➪îÿðèíöåâà Ò✳Ï✳ ➬àìå÷àíèå î íåÿâíîé ðàçíîñò✲
íîé ñõåìå✱ àïïðîêñèìèðóþùåé ñèñòåìó óðàâíåíèé Ñòîêñà✴✴ ×èñ✲
ëåííûå ìåòîäû àíàëèçà è èõ ïðèëîæåíèÿ✳ ➮ðêóòñê✿ ➮çä✲âî ÑÝ➮
Ñ❰ ➚❮ ÑÑÑÐ✱ ✶✾✽✸✳ Ñ✳ ✶✷✼✕✶✸✶✳

❬✷❪ ➪îÿðèíöåâ Þ✳➴✳✱ ❰ðëîâà ➮✳➶✳ Ïó÷êè ìàòðèö è àëãåáðî✲
äèôôåðåíöèàëüíûå ñèñòåìû✳ Ñèáèðñêàÿ èçäàòåëüñêàÿ ôèðìà
Ð➚❮ ✏❮àóêà✑✱ ✷✵✵✻✳

❬✸❪ ➪îÿðèíöåâ Þ✳➴✳ ❒åòîäû ðåøåíèÿ âûðîæäåííûõ ñèñòåì îáûêíî✲
âåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé✳❮îâîñèáèðñê✿ ❮àóêà✱ ✶✾✽✽✳

❬✹❪ ➪îÿðèíöåâ Þ✳➴✳ Ðåãóëÿðíûå è ñèíãóëÿðíûå ñèñòåìû ëèíåéíûõ
îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé✳ ❮îâîñèáèðñê✿ ❮à✲
óêà✱ ✶✾✽✵✳

❬✺❪ ➶èíîãðàäîâ ➚✳❒✳✱ ✃ðàñèëüùèê ❮✳Ñ✳✱ ❐û÷àãèí ➶✳➶✳ ➶âåäåíèå â
ãåîìåòðèþ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé✳ ❒✳✿ ❮àóêà✱ ✶✾✽✻✳

❬✻❪ ➶ëàñåíêî ❐✳➚✳✱ Ðóòêàñ ➚✳➹✳ Òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè è àïïðîêñè✲
ìàöèè äëÿ îäíîãî âûðîæäåííîãî îïåðàòîðíî✲äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ ✴✴ ❒àòåìàòè÷åñêèå çàìåòêè✳ ✶✾✾✻✳ Ò✳ ✻✵✱ ➑ ✹✳ Ñ✳ ✺✾✼✕
✻✵✶✳

❬✼❪ ➶ëàõ ➮✳✱ Ñèíãõàë ✃✳ ❒àøèííûå ìåòîäû àíàëèçà è ïðîåêòèðîâà✲
íèÿ ýëåêòðîííûõ ñõåì✳ ❒✳✿ Ðàäèî è ñâÿçü✱ ✶✾✽✽✳

✶✶✾



✶✷✵ ❐èòåðàòóðà

❬✽❪ ➹àáàñîâ Ð✳✱ ✃èðèëëîâà Ô✳ ✃à÷åñòâåííàÿ òåîðèÿ îïòèìàëüíûõ
ïðîöåññîâ✳ ❒✳✿ ❮àóêà✱ ✶✾✼✶✳

❬✾❪ ➹àéøóí ➮✳➶✳ ➶âåäåíèå â òåîðèþ ëèíåéíûõ íåñòàöèîíàðíûõ ñè✲
ñòåì✳ ❒èíñê✿ ➮çä✲âî ➮íñòèòóòà ìàòåìàòèêè ❮➚❮ ➪åëàðóñè✱ ✶✾✾✾✳

❬✶✵❪ ➹àéøóí ➮✳➶✳ ✃àíîíè÷åñêèå ôîðìû✱ óïðàâëåíèå ïîêàçàòåëÿìè
❐ÿïóíîâà è ❝òàáèëèçèðóåìîñòü ëèíåéíûõ íåñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì
✴✴ ➮çâ✳ Ð➚❮✳ Òåîðèÿ è ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ✳ ✶✾✾✽✳ ➑ ✻✳ Ñ✳ ✷✹✕✸✷✳

❬✶✶❪ ➹àíòìàõåð Ô✳Ð✳ Òåîðèÿ ìàòðèö✳ ❒✳✿ ❮àóêà✱ ✶✾✽✽✳

❬✶✷❪ ➘✬➚íæåëî ➹✳ ❐èíåéíûå ñèñòåìû ñ ïåðåìåííûìè ïàðàìåòðàìè✳
➚íàëèç è ñèíòåç✳ ❒✳✿ ❒àøèíîñòðîåíèå✱ ✶✾✼✹✳

❬✶✸❪ ➘åìèäåíêî ➹✳➶✳✱ Óñïåíñêèé Ñ✳➶✳ Óðàâíåíèÿ è ñèñòåìû✱ íå ðàç✲
ðåøåííûå îòíîñèòåëüíî ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé✳ ❮îâîñèáèðñê✿ ❮à✲
ó÷íàÿ êíèãà✱ ✶✾✾✽✳

❬✶✹❪ ➘åìèäåíêî ➹✳➶✳ ➮çîìîðôíûå ñâîéñòâà îäíîãî êëàññà ìàòðè÷✲
íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ✴✴ ➘îêë✳ ➚êàäåìèè íàóê✳
✷✵✵✸✳ Ò✳ ✸✾✶✱ ➑ ✶✳ Ñ✳ ✶✵✕✶✸✳

❬✶✺❪ ➘åìèäåíêî ➹✳➶✳ ✃âàçèýëëèïòè÷åñêèå îïåðàòîðû è óðàâíåíèÿ ñî✲
áîëåâñêîãî òèïà ✴✴ Ñèá✳ ìàò✳ æóðí✳ ✷✵✵✽✳ Ò✳ ✹✾✱ ➑ ✺✳ Ñ✳ ✶✵✻✹✕✶✵✼✻✳

❬✶✻❪ ➘åìèäåíêî ➹✳➶✳ ✃âàçèýëëèïòè÷åñêèå îïåðàòîðû è óðàâíåíèÿ ñî✲
áîëåâñêîãî òèïà✳ ■■ ✴✴ Ñèá✳ ìàò✳ æóðí✳ ✷✵✵✾✳ Ò✳ ✺✵✱ ➑ ✺✳ Ñ✳ ✶✵✻✵✕
✶✵✻✾✳

❬✶✼❪ ➘åìèäîâè÷ ➪✳Ï✳ ❐åêöèè ïî ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè óñòîé÷èâî✲
ñòè✳ ❒✳✿ ❮àóêà✱ ✶✾✻✼✳

❬✶✽❪ ➴ðóãèí ❮✳Ï✳Ïðèâîäèìûå ñèñòåìû✳ Òðóäû❒àòåìàòè÷åñêîãî èí✲
ñòèòóòà èì✳ ➶✳➚✳ Ñòåêëîâà✳ Ò✳ ✶✸✳ ❒✳✲❐✳✿ ➮çä✲âî ➚❮ ÑÑÑÐ✱ ✶✾✹✻✳



❐èòåðàòóðà ✶✷✶

❬✶✾❪ ➬óáîâà Ñ✳Ï✳ Ðåøåíèå çàäà÷è óïðàâëåíèÿ äëÿ ëèíåéíîé äåñêðèï✲
òîðíîé ñèñòåìû ñ ïðîÿìîóãîëüíî✲ìàòðè÷íûìè êîýôôèöèåíòàìè
✴✴ ❒àòåìàòè÷åñêèå çàìåòêè✳ ✷✵✶✵✳ Ò✳ ✽✽✱ âûï✳ ✻✳ Ñ✳ ✽✽✹✕✽✾✺✳

❬✷✵❪ ➬óáîâà Ñ✳Ï✳ Ðåøåíèå îáðàòíûõ çàäà÷ äëÿ ëèíåéíûõ äèíàìè÷å✲
ñêèõ ñèñòåì êàñêàäíûì ìåòîäîì ✴✴ ➘îêëàäû Ð➚❮✳ ✷✵✶✷✳ Ò✳ ✹✹✼✱
➑ ✻✳ Ñ✳ ✺✾✾✕✻✵✷✳

❬✷✶❪ ✃ðåéí Ñ✳➹✳ ❐èíåéíûå óðàâíåíèÿ â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ✳
❒✳✿ ❮àóêà✱ ✶✾✼✶✳

❬✷✷❪ ✃óðèíà ➹✳➚✳ Óïðàâëåíèå â ôîðìå îáðàòíîé ñâÿçè äëÿ ëèíåéíî✲
êâàäðàòè÷íîé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ â ñëó÷àå âûðîæ✲
äåííîãî óñëîâèÿ ❐åæàíäðà ✴✴ Òåîðèÿ è ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ✳ ✷✵✵✵✳
◆ ✷✳ ❈✳ ✽✺✕✽✾✳

❬✷✸❪ ❐îãèíîâ ➪✳➶✳ ❰á îïðåäåëåíèè óðàâíåíèÿ ðàçâåòâëåíèÿ åãî ãðóï✲
ïîé ñèììåòðèè ✴✴ ➘îêëàäû Ð➚❮✳ ✶✾✾✸✳ Ò✳ ✸✸✶✱ ➑ ✻✳ Ñ✳ ✻✼✼✕✻✵✵✳

❬✷✹❪ ❒àòâååâà ➮✳➮✳ ➬àäà÷à ✃îøè äëÿ ñèñòåì ñ âûðîæäåííîé ìàòðè✲
öåé ïðè ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè ✴✴ Ñèá✳ ìàòåì✳ æóðí✳ ✶✾✾✽✳ Ò✳ ✸✾✱
➑ ✻✳ ❈✳ ✶✸✸✽✕✶✸✺✻✳

❬✷✺❪ ❒àòâååâà ➮✳➮✳ ❮åîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðàçðåøè✲
ìîñòè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ñèñòåì íå òèïà ✃îøè✲✃îâàëåâñêîé ✴✴
Ñèá✳ æóðí✳ èíäóñòð✳ ìàò✳ ✷✵✵✶✳ Ò✳ ✹✱ ➑ ✷✳ ❈✳ ✶✽✹✕✷✵✹✳

❬✷✻❪ ❒åëüíèêîâà ➮✳➶✳✱ ➚ëüøàíñêèé ❒✳➚✳ ✃îððåêòíîñòü âûðîæäåí✲
íîé çàäà÷è ✃îøè ✴✴ ➘îêëàäû Ð➚❮✳ ✶✾✾✹✳ Ò✳ ✸✸✻✱ ➑ ✶✳ Ñ✳ ✶✼✕✷✵✳

❬✷✼❪ ❒åëüíèêîâà ➮✳➶✳✱ ➚íóôðèåâà Ó✳➚✳ ❰ñîáåííîñòè è ðåãóëÿðèçà✲
öèÿ íåêîððåêòíûõ çàäà÷ ✃îøè ñ äèôôåðåíöèàëüíûìè îïåðàòîðà✲
ìè ✴✴ Ñ❒Ô❮✳ ✷✵✵✺✳ ➑ ✶✹✳ ❈✳ ✸✕✶✺✻✳



✶✷✷ ❐èòåðàòóðà

❬✷✽❪ Ïåòðåíêî Ï✳Ñ✳ ➘åòåêòèðóåìîñòü ëèíåéíûõ ñèñòåì
äèôôåðåíöèàëüíî✲àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ✴✴ ➮çâåñòèÿ
➮➹Ó✳ ❒àòåìàòèêà✳ ✷✵✶✸✳ Ò✳ ✻✱ ➑ ✸✳ Ñ✳ ✶✵✾✕✶✶✻✳

❬✷✾❪ Ïåòðåíêî Ï✳Ñ✳ ➘åòåêòèðóåìîñòü ëèíåéíûõ ñèñòåì
äèôôåðåíöèàëüíî✲àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ✴✴ Òåçèñû äîêëàäîâ
■■ Ðîññèéñêî✲ìîíãîëüñêîé êîíôåðåíöèè ìîëîäûõ ó÷åíûõ ïî ìàòå✲
ìàòè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ✱ âû÷èñëèòåëüíî✲èíôîðìàöèîííûì
òåõíîëîãèÿì è óïðàâëåíèþ✱ ➮ðêóòñê✭Ðîññèÿ✮ ✲ Õàíõ ✭❒îíãîëèÿ✮✳
✷✺ èþíÿ ✲ ✶ èþëÿ ✷✵✶✸✳ Ñ✳ ✸✽✳

❬✸✵❪ Ïåòðåíêî Ï✳Ñ✳ ✃ âîïðîñó îá ❘✲óïðàâëÿåìîñòè è ❘✲
íàáëþäàåìîñòè àëãåáðî✲äèôôåðåíöèëüíûõ ñèñòåì ✴✴ Òðóäû
❳ ❒åæäóíàðîäíîé ×åòàåâñêîé êîíôåðåíöèè✱ ✃àçàíü✱ ✃❮➮ÒÓ✲
✃➚➮✳ ✶✷✲✶✻ èþíÿ ✷✵✶✷✳ Òîì ✶✱ Ñåêöèÿ ✶✱ ➚íàëèòè÷åñêàÿ ìåõàíèêà✳
Ñ✳ ✹✵✾✕✹✶✵✳

❬✸✶❪ Ïåòðåíêî Ï✳Ñ✳ ❐îêàëüíàÿ ❘✲óïðàâëÿåìîñòü â íîëü íåëèíåéíûõ
àëãåáðî✲äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì ✴✴ ➮çâåñòèÿ ➮➹Ó✳ ❒àòåìàòè✲
êà✳ ✷✵✶✶✳ Ò✳ ✹✱ ➑ ✹✳ Ñ✳ ✶✵✶✕✶✶✺✳

❬✸✷❪ Ïåòðåíêî Ï✳Ñ✳ ❰ ëîêàëüíîé óïðàâëÿåìîñòè è íàáëþäàåìîñòè
íåëèíåéíûõ àëãåáðî✲äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì ✴✴ Òåçèñû äîêëà✲
äîâ ✏❐ÿïóíîâñêèå ÷òåíèÿ✑✱ ➮ðêóòñê✱ ➮➘ÑÒÓ Ñ❰ Ð➚❮✳ ✷✽✲✸✵ íî✲
ÿáðÿ ✷✵✶✶✳ Ñ✳ ✸✻✳

❬✸✸❪ Ïåòðåíêî Ï✳Ñ✳ Ñòàáèëèçèðóåìîñòü íåëèíåéíûõ àëãåáðî✲
äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì ✴✴ Òåçèñû äîêëàäîâ ■■■ ❒åæäóíà✲
ðîäíîé øêîëû✲ñåìèíàðà ✏❮åëèíåéíûé àíàëèç è ýêñòðåìàëüíûå
çàäà÷è✑✱ ➮➘ÑÒÓ Ñ❰ Ð➚❮✱ ➮ðêóòñê✳ ✷✺ èþíÿ ✲ ✶ èþëÿ ✷✵✶✷✳ Ñ✳
✸✽✳

❬✸✹❪ Ïåòðåíêî Ï✳Ñ✳ Ñòàáèëèçèðóåìîñòü ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíî✲
àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ✴✴ Òåçèñû äîêëàäîâ ❒åæäóíàðîäíîé



❐èòåðàòóðà ✶✷✸

êîíôåðåíöèè ✏➘èôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ✳ Ôóíêöèîíàëüíûå
ïðîñòðàíñòâà✳ Òåîðèÿ ïðèáëèæåíèé✑✱ ❮îâîñèáèðñê✱ ➮❒ èì✳ Ñî✲
áîëåâà Ñ❰ Ð➚❮✱ ❮➹Ó✳ ✶✽✲✷✹ àâãóñòà ✷✵✶✸ ã✳

❬✸✺❪ Ïåòðåíêî Ï✳Ñ✳ ❘✲íàáëþäàåìîñòü è ❘✲óïðàâëÿåìîñòü ëèíåéíûõ
àëãåáðî✲äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì ✴✴ Òåçèñû äîêëàäîâ ✏❐ÿïó✲
íîâñêèå ÷òåíèÿ è ïðåçåíòàöèÿ èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé✑✱ ➮ð✲
êóòñê✱ ➮➘ÑÒÓ Ñ❰ Ð➚❮✳ ✶✾✲✷✵ äåêàáðÿ ✷✵✶✵✳ Ñ✳ ✸✽✳

❬✸✻❪ Ðóòêàñ ➚✳➹✳ ➬àäà÷à ✃îøè äëÿ óðàâíåíèÿ Ax′(t) + Bx(t) = f(t)
✴✴ ➘èôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ✳ ✶✾✼✺✳ Ò✳ ✶✶✱ ➑ ✶✶✳ Ñ✳ ✶✾✾✻✕✷✵✶✵✳

❬✸✼❪ Ñâèðèäþê ➹✳➚✳✃ îáùåé òåîðèè ïîëóãðóïï îïåðàòîðîâ ✴✴ Óñïåõè
ìàò✳ íàóê✳ ✶✾✾✹✳ Ò✳ ✹✾✱ ◆ ✹✳ ❈✳ ✹✼✕✼✹✳

❬✸✽❪ Ñåíäè ✃✳ Ñîâðåìåííûå ìåòîäû àíàëèçà ýëåêòðè÷åñêèõ ñèñòåì✳
❒✳✿ Ýíåðãèÿ✱ ✶✾✼✶✳

❬✸✾❪ Ñèäîðîâ ❮✳➚✳✱ Ðîìàíîâà ❰✳➚✳ ❰ ïðèìåíåíèè íåêîòîðûõ ðåçóëü✲
òàòîâ òåîðèè âåòâëåíèÿ ïðè ðåøåíèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå✲
íèé ✴✴ ➘èôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ✳ ✶✾✽✸✳ Ò✳ ✶✾✱ ➑ ✾✳ Ñ✳ ✶✺✶✻✕
✶✺✷✻✳

❬✹✵❪ Ñèäîðîâ ❮✳➚✳✱ Ôàëàëååâ ❒✳➶✳ ❰áîáùåííûå ðåøåíèÿ äèôôåðåí✲
öèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ôðåäãîëüìîâûì îïåðàòîðîì ïðè ñòàðøèõ
ïðîèçâîäíûõ ✴✴ ➘èôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ✳ ✶✾✽✸✳ Ò✳ ✷✸✱ ➑ ✹✳
Ñ✳ ✼✷✻✕✼✷✽✳

❬✹✶❪ Ñìèðíîâ ➴✳ß✳ ❮åêîòîðûå çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè óïðàâ✲
ëåíèÿ✳ ❐✳✿ ➮çä✲âî ❐➹Ó✱ ✶✾✽✶✳

❬✹✷❪ Òîíêîâ ➴✳❐✳ ✃ðèòåðèé ðàâíîìåðíîé óïðàâëÿåìîñòè è ñòàáè✲
ëèçàöèÿ ëèíåéíîé ðåêóððåíòíîé ñèñòåìû ✴✴ ➘èôôåðåíöèàëüíûå
óðàâíåíèÿ✳ ✶✾✼✾✳ Ò✳ ✶✺✱ ➑ ✶✵✳ Ñ✳ ✶✽✵✹✕✶✽✶✸✳
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❬✹✸❪ Òîíêîâ ➴✳❐✳ Ñòàáèëèçàöèÿ è ãëîáàëüíàÿ óïðàâëÿåìîñòü ïî÷òè✲
ïåðèîäè÷åñêîé ëèíåéíîé ñèñòåìû ✴✴ ➘èôôåðåíöèàëüíûå óðàâíå✲
íèÿ✳ ✶✾✽✾✳ Ò✳ ✶✺✱ ➑✹✳ Ñ✳ ✼✺✽✕✼✺✾✳

❬✹✹❪ Ôàëàëååâ ❒✳➶✳✱ ✃îðîáîâà ❰✳➶✳ Ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ñ âûðîæäåíèåì â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ ✴✴Ñèá✳ ìà✲
òåì✳ æóðí✳ ✷✵✵✽✳ Ò✳ ✹✾✱ ➑ ✹✳ Ñ✳ ✾✶✻✕✾✷✼✳

❬✹✺❪ Ôàëàëååâ ❒✳➶✳ Ôóíäàìåíòàëüíûå îïåðàòîð✲ôóíêöèè ñèíãóëÿð✲
íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ
✴✴ Ñ❒➷✳ ✷✵✵✵✳ Ò✳ ✹✶✱ ➑ ✺✳ Ñ✳ ✶✶✻✼✕✶✶✽✷✳

❬✹✻❪ Ôåäîðîâ ➶✳➴✳✱ Ïëåõàíîâà ❒✳➶✳ ➬àäà÷à ñòàðòîâîãî óïðàâëåíèÿ
äëÿ êëàññà ïîëóëèíåéíûõ ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåì ñîáîëåâñêîãî
òèïà ✴✴ Òðóäû ➮íñòèòóòà ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè Óð❰ Ð➚❮✳ ✷✵✶✶✳
Ò✳ ✶✼✱ ➑ ✶✳ Ñ✳ ✷✺✾✕✷✻✼✳

❬✹✼❪ Ôåäîðîâ ➶✳➴✳✱ Ðóçàêîâà ❰✳➚✳ ❰äíîìåðíàÿ è äâóìåðíàÿ óïðàâëÿ✲
åìîñòü óðàâíåíèé ñîáîëåâñêîãî òèïà â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ
✴✴ ❒àò✳ çàìåòêè✳ ✷✵✵✸✳ Ò✳ ✼✹✱ ➑ ✹✳ Ñ✳ ✻✶✽✕✻✷✽✳

❬✹✽❪ Ôåäîðîâ ➶✳➴✳ ➶ûðîæäåííûå ñèëüíî íåïðåðûâíûå ïîëóãðóïïû
îïåðàòîðîâ ✴✴ ➚ëãåáðà è àíàëèç✳ ✷✵✵✵✳ Ò✳ ✶✷✱ ◆ ✸✳ Ñ✳ ✶✼✸✕✷✵✵✳

❬✹✾❪ Ôåäîðîâ ➶✳➴✳ ❰áîáùåíèå òåîðåìû Õèëëå✲➮îñèäû íà ñëó÷àé âû✲
ðîæäåííûõ ïîëóãðóïï â ëîêàëüíî âûïóêëûõ ïðîñòðàíñòâàõ ✴✴
Ñèá✳ ìàò✳ æóðí✳ ✷✵✵✺✳ Ò✳ ✹✻✱ ➑ ✷✳ Ñ✳ ✹✷✻✲✹✹✽✳

❬✺✵❪ ×èñòÿêîâ ➶✳Ô✳✱ Ùåãëîâà ➚✳➚✳ ➮çáðàííûå ãëàâû òåîðèè àëãåáðî✲
äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì✳ ❮îâîñèáèðñê✿ ❮àóêà✱ ✷✵✵✸✳

❬✺✶❪ ×èñòÿêîâ ➶✳Ô✳✱ Ùåãëîâà ➚✳➚✳ Óïðàâëÿåìîñòü ëèíåéíûõ
àëãåáðî✲äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì ✴✴ ➚âòîìàòèêà è òåëåìåõàíè✲
êà✳ ✷✵✵✷✳ ➑ ✸✳ ❈✳ ✻✷✕✼✺✳
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❬✺✷❪ ×èñòÿêîâ ➶✳Ô✳ ➚ëãåáðî✲äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû ñ êîíå÷✲
íîìåðíûì ÿäðîì✳ ❮îâîñèáèðñê✿ ❮àóêà✱ ✶✾✾✻✳

❬✺✸❪ ×èñòÿêîâ ➶✳Ô✳ ❰ ðàñøèðåíèè ëèíåéíûõ ñèñòåì✱ íå ðàçðåøåí✲
íûõ îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíûõ ✴✴ Ñèá✳ ìàò✳ æóðíàë✳ ✶✾✾✸✳ Ò✳ ✸✹✱
➑ ✸✳ Ñ✳ ✷✵✾✕✷✷✶✳

❬✺✹❪ Øèëîâ ➹✳➴✳ ❒àòåìàòè÷åñêèé àíàëèç ✭ôóíêöèè íåñêîëüêèõ âå✲
ùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ✮✱ ÷àñòè ✶✲✷✳ ❒✳✿ ❮àóêà✱ ✶✾✼✷✳

❬✺✺❪ Ùåãëîâà ➚✳➚✳✱ Ïåòðåíêî Ï✳Ñ✳ Ïðàâèëüíûå ñèñòåìû
äèôôåðåíöèàëüíî✲àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ✴✴ ➮çâåñòèÿ
➮➹Ó✳ ❒àòåìàòèêà✳ ✷✵✶✸✳ Ò✳ ✻✱ ➑ ✹✳ Ñ✳ ✶✵✼✕✶✷✼✳

❬✺✻❪ Ùåãëîâà ➚✳➚✳✱ Ïåòðåíêî Ï✳Ñ✳ ❘✲íàáëþäàåìîñòü è ❘✲
óïðàâëÿåìîñòü ëèíåéíûõ àëãåáðî✲äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì
✴✴ ➮çâåñòèÿ âóçîâ✳ ❒àòåìàòèêà✳ ✷✵✶✷✳ ➑ ✸✳ Ñ✳ ✼✸✕✾✶✳

❬✺✼❪ Ùåãëîâà ➚✳➚✳ ❮åëèíåéíûå àëãåáðî ✲ äèôôåðåíöèàëüíûå ñèñòå✲
ìû ✴✴ Ñèáèðñêèé ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë✳ ✷✵✵✼✳ Ò✳ ✹✽✱ ➑ ✹✳ Ñ✳
✾✸✶✕✾✹✽✳

❬✺✽❪ Ùåãëîâà ➚✳➚✳ Ñòàáèëèçèðóåìîñòü ëèíåéíûõ àëãåáðî✲
äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ ñ îäíèì âõîäîì ✴✴
➚èÒ✳ ✷✵✶✵✳ ➑ ✾✳ Ñ✳ ✸✸✕✺✻✳

❬✺✾❪ Ùåãëîâà ➚✳➚✳ ❈óùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ íà÷àëüíîé çàäà÷è äëÿ
âûðîæäåííîé ëèíåéíîé ãèáðèäíîé ñèñòåìû ñ ïåðåìåííûìè êîýô✲
ôèöèåíòàìè ✴✴ ➮çâåñòèÿ âóçîâ✳ ❒àòåìàòèêà✳ ✷✵✶✵✳ ➑ ✾✳ Ñ✳ ✺✼✕✼✵✳

❬✻✵❪ Ùåãëîâà ➚✳➚✳ Óïðàâëÿåìîñòü íåëèíåéíûõ àëãåáðî✲äèôôåðåí✲
öèàëüíûõ ñèñòåì ✴✴ ➚âòîìàòèêà è òåëåìåõàíèêà✳ ✷✵✵✽✳ ➑ ✶✵✳ Ñ✳✺✼✕
✽✵✳
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❬✻✶❪ ❆s❝❤❡r ❯✳▼✳✱ P❡t③♦❧❞ ▲✳❘✳ ❈♦♠♣✉t❡r ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ♦r❞✐♥❛r②
❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧✲❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s✳
P❤✐❧❛❞❡❧♣❤✐❛✿ ❙■❆▼✱ ✶✾✾✽✳

❬✻✷❪ ❇❛❥✐ć ❱✳❇✳ P❛rt✐❛❧ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ s❡♠✐✲st❛t❡ s②st❡♠s ✴✴
■♥t✳ ❏✳ ❈♦♥tr✳ ✶✾✽✻✳ ❱✳ ✹✹✱ ◆ ✺✳ P✳ ✶✸✽✸✕✶✸✾✹✳

❬✻✸❪ ❇❡♥❞❡r ❏✳✱ ▲❛✉❜ ❆✳❏✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡❛r✲q✉❛❞r❛t✐❝ ♦♣t✐♠❛❧ r❡❣✉❧❛t♦r ❢♦r
❞❡s❝r✐♣t♦r s②st❡♠ ✴✴ ■❊❊❊ ❚r❛♥s✳ ❆✉t♦♠❛t✳ ❈♦♥tr♦❧✳ ✶✾✽✼✳ ❱✳ ❆❈✲✷✸✱
➑ ✶✳ P✳ ✻✼✷✕✻✽✽✳

❬✻✹❪ ❇r❡♥❛♥ ❑✳❊✳✱ ❈❛♠♣❜❡❧❧ ❙✳▲✳✱ P❡t③♦❧❞ ▲✳❘✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢
✐♥✐t✐❛❧✲✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧✲❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭❝❧❛ss✐❝s ✐♥
❛♣♣❧✐❡❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s❀ ✶✹✮✳ P❤✐❧❛❞❡❧♣❤✐❛✿ ❙■❆▼✱ ✶✾✾✻✳

❬✻✺❪ ❇✉♥s❡✲●❡rst♥❡r ❆✳✱ ▼❡❤r♠❛♥♥ ❱✳✱ ◆✐❝❤♦❧s ◆✳❑✳ ❘❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢
❞❡s❝r✐♣t♦r s②st❡♠ ❜② ♦✉t♣✉t ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✴✴ ■❊❊❊ ❚r❛♥s✳ ❆✉t♦♠✳ ❈♦♥tr♦❧✳
✶✾✾✹✳ ❱✳ ✸✾✳ P✳ ✶✼✹✷✕✶✼✹✽✳

❬✻✻❪ ❈❛♠♣❜❡❧❧ ❙✳▲✳✱ ●❡❛r ❈✳❲✳ ❚❤❡ ✐♥❞❡① ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❉❆❊s ✴✴
◆✉♠❡r✳ ▼❛t❤✳ ✶✾✾✺✳ ➑ ✼✷✳ P✳ ✶✼✸✕✶✾✻✳

❬✻✼❪ ❈❛♠♣❜❡❧❧ ❙✳▲✳✱ ●r✐❡♣❡♥tr♦❣ ❊✳ ❙♦❧✈❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧
❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s ✴✴ ❙■❆▼ ❏✳ ❙❝✐✳ ❙t❛t✳ ❈♦♠♣✳ ✶✾✾✺✳ ◆ ✶✻✳ P✳ ✷✺✼✕
✷✼✵✳

❬✻✽❪ ❈❛♠♣❜❡❧❧ ❙✳▲✳✱ ◆✐❝❤♦❧s ◆✳❑✳✱ ❚❡rr❡❧❧ ❲✳❏✳ ❉✉❛❧✐t②✱ ♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐t②✱
❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② ❢♦r ❧✐♥❡❛r t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ❞❡s❝r✐♣t♦r s②st❡♠s ✴✴ ❈✐r❝✱
❙②st✳ ❛♥❞ ❙✐❣♥✳ Pr♦❝❡ss✳ ✶✾✾✶✳ ❱✳ ✶✵✳ P✳ ✹✺✺✕✹✼✵✳

❬✻✾❪ ❈❛♠♣❜❡❧❧ ❙✳ ▲✳✱ P❡t③♦❧❞ ▲✳ ❘✳ ❈❛♥♦♥✐❝❛❧ ❢♦r♠s ❛♥❞ s♦❧✈❛❜❧❡ s✐♥❣✉❧❛r
s②st❡♠s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✴✴ ❙■❆▼ ❏✳ ❆❧❣✳ ❉✐s❝✳ ▼❡t❤✳ ✶✾✽✸✳
◆ ✹✳ P✳ ✺✶✼✕✺✶✷✳
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❬✼✵❪ ❈❛♠♣❜❡❧❧ ❙✳▲✳✳ ❚❡rr❡❧❧ ❲✳❏✳ ❖❜s❡r✈❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❧✐♥❡❛r t✐♠❡ ✈❛r②✐♥❣
❞❡s❝r✐♣t♦r s②st❡♠s ✴✴ ❈❘❙❈ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ❘❡♣♦rt ✵✼✷✸✽✾✲✵✶✳ ❈❡♥t❡r ❢♦r
❘❡s❡❛r❝❤ ✐♥ ❙❝✐❡♥t✐✜❝ ❈♦♠♣✉t❛t✉♦♥✱ ◆♦rt❤ ❈❛r♦❧✐♥❛ ❯♥✐✈❡rs✐t②✳ ✷✵✵✸✳

❬✼✶❪ ❈❛♠♣❜❡❧❧ ❙✳▲✳ ❈♦♠♠❡♥ts ♦♥ ✷✲❉ ❞❡s❝r✐♣t♦r s②st❡♠s ✴✴ ❆✉t♦♠❛t✐❝❛✳
✶✾✾✶✳ ❱✳ ✷✼✱ ◆ ✶✳ P✳ ✶✷✾✕✶✸✻✳

❬✼✷❪ ❈❛♠♣❜❡❧❧ ❙✳▲✳ ▲✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❉❆❊s ❛❧♦♥❣ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✴✴ ❩❆▼P✳
✶✾✾✺✳ ➑ ✹✻✳ P✳ ✼✵✕✽✹✳

❬✼✸❪ ❈❛♠♣❜❡❧❧ ❙✳▲✳ ◆♦♥✲❇❉❋ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❧✐♥❡❛r t✐♠❡
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❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✴✴ ❏✳ ❈♦♠♣✳ ❆♣♣❧✳ ▼❛t❤✳
✶✾✾✺✳ ◆ ✺✻✳ P✳ ✷✷✺✕✷✺✶✳

❬✾✽❪ ❑✉♥❦❡❧ P✳✱ ▼❡❤r♠❛♥♥ ❱✳ ❘❡❣✉❧❛r s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧✲
❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡✐r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ✴✴ ◆✉♠❡r✳
▼❛t❤✳ ✶✾✾✽✳ ◆ ✼✾✳ P✳ ✺✽✶✕✻✵✵✳
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❬✾✾❪ ▲❛♠♦✉r ❘✳✱ ▼är③ ❘✳✱ ❚✐s❝❤❡♥❞♦r❢ ❈✳ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧✲❛❧❣❡❜r❛✐❝
❡q✉❛t✐♦♥s✿ ❆ ♣r♦❥❡❝t♦r ❜❛s❡❞ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧✲❆❧❣❡❜r❛✐❝
❊q✉❛t✐♦♥s ❋♦r✉♠ ✶✳ ❇❡r❧✐♥✿ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✶✸✳

❬✶✵✵❪ ▲❛♠♦✉r ❘✳✱ ▼är③ ❘✳✱ ❲✐♥❦❧❡r ❘✳ ❍♦✇ ❋❧♦q✉❡t✲t❤❡♦r② ❛♣♣❧✐❡s t♦
❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧✲❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❇❡r❧✐♥✿ ■♥st✐t✉t ❢ür ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ❞❡r
❍✉♠❜♦❧❞t✲❯♥✐✈❡rs✐tät ③✉ ❇❡r❧✐♥✱ ✶✾✾✻ ✭Pr❡♣r✐♥t ✾✻✲✶✺✮✳

❬✶✵✶❪ ▲❛♠♦✉r ❘✳ ■♥❞❡① ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥s✐st❡♥t
✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✐❡s ❢♦r ❉❆❊s ✴✴ ❈♦♠♣✉t❡r ❛♥❞ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ✇✐t❤
❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ✷✵✵✹✳

❬✶✵✷❪ ▲❡✇✐s ❋✳▲✳ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧✱ r❡❛❝❤❛❜✐❧✐t②✱ ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐t② ♠❛tr✐❝❡s
❢♦r ❞✐s❝r❡t❡ ❞❡s❝r✐♣t♦r s②st❡♠s ✴✴ ■❊❊❊ ❚r❛♥s✳ ❆✉t✳ ❈♦♥tr♦❧✳ ✶✾✽✺✳
❆❈✲✸✵✳ P✳ ✺✵✷✕✺✵✺✳

❬✶✵✸❪ ▲✐♥❤ ❱✳ ❍✳✱ ▼❡❤r♠❛♥♥ ❱✳ ▲②❛♣✉♥♦✈✱ ❇♦❤❧ ❛♥❞ ❙❛❝❦❡r✲❙❡❧❧ s♣❡❝tr❛❧
✐♥t❡r✈❛❧s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧✲❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s ✴✴ ❏✳ ❉②♥❛♠✐❝s ❛♥❞
❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❊q✉❛t✐♦♥s✳ ✷✵✵✾✳ ❱♦❧✳ ✷✶✳ P✳ ✶✺✸✕✶✾✹✳

❬✶✵✹❪ ▲✐♥ ❈✳✱ ❲❛♥❣ ❏✳▲✳✱ ❨❛♥❣ ●✳✲❍✳✱ ▲❛♠ ❏✳ ❘♦❜✉st st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥
✈✐❛ st❛t❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❢♦r ❞❡s❝r✐♣t♦r s②st❡♠s ✇✐t❤ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✐♥ t❤❡
❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♠❛tr✐① ✴✴ ■♥t✳ ❏✳ ❈♦♥tr♦❧✳ ✷✵✵✵✳ ❱✳ ✼✸✱ ➑ ✺✳ P✳ ✹✵✼✕✹✶✺✳

❬✶✵✺❪ ▲✐♥ ❲✳✱ ❲❛♥❣ ❏✳❏✳✱ ❙♦❤ ❈✳✲❇✳ ◆❡❝❡ss❛r② ❛♥❞ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❢♦r t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r✈❛❧ ❞❡s❝r✐♣t♦r s②st❡♠s ✴✴
❆✉t♦♠❛t✐❝❛✳ ✶✾✽✽✳ ❱♦❧✳ ✸✹✱ ➑ ✸✳ P✳ ✸✻✸✕✸✻✼✳

❬✶✵✻❪ ▲✐✉ ❳✳✱ ❍♦ ❉✳❲✳❈✳ ❙t❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧✲❛❧❣❡❜r❛✐❝
❡q✉❛t✐♦♥ s②st❡♠s ✴✴ ■♥t✳ ❏✳ ❈♦♥tr♦❧✳ ✷✵✵✹✳ ❱✳ ✼✼✳ P✳ ✻✼✶✕✻✽✹✳

❬✶✵✼❪ ▼är③ ❘✳✱ ❚✐s❝❤❡♥❞♦r❢ ❈✳ ❘❡❝❡♥t r❡s✉❧ts ✐♥ s♦❧✈✐♥❣ ✐♥❞❡①✲✷
❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ ❝✐r❝✉✐t s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✴✴ ❙■❆▼ ❏✳ ❙❝✐✳
❈♦♠♣✉t✳ ✶✾✾✼✳ ❱✳✶✽✱ ➑ ✶✳ P✳ ✶✸✾✕✶✺✾✳
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❬✶✵✽❪ ▼är③ ❘✳❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ s②st❡♠s ✇✐t❤ ♣r♦♣❡r❧② st❛t❡❞ ❧❡❛❞✐♥❣
t❡r♠ ❛♥❞ ▼◆❆ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❇❡r❧✐♥✱ ✷✵✵✷✳ ✭Pr❡♣r✐♥t ✴ ■♥st✐t✉t ❢ür
▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ❞❡r ❍✉♠❜♦❧❞t✲❯♥✐✈❡rs✐tät ③✉ ❇❡r❧✐♥❀ ◆ ✶✸✮✳

❬✶✵✾❪ ▼är③ ❘✳ ❖♥ ❧✐♥❡❛r ❞✐✛❡r❛♥t✐❛❧✲❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞
❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥s ✴✴ ❆P◆❯▼✳ ✶✾✾✺✳ ➑ ✶✽✳ P✳ ✷✻✼✕✷✾✷✳

❬✶✶✵❪ ▼❝❈❧❛♠r♦❝❤ ◆✳❍✳ ❋❡❡❞❜❛❝❦ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥tr♦❧ s②st❡♠s
❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ ❝❧❛ss ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧✲❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s ✴✴
❙②st❡♠ ✫ ❈♦♥tr♦❧ ▲❡tt❡rs✳ ✶✾✾✵✳ ❱✳ ✶✺✳ P✳ ✺✸✕✻✵✳

❬✶✶✶❪ ▼❡❤r♠❛♥♥ ❱✳✱ ❙t②❦❡❧ ❚✳ ❉❡s❝r✐♣t♦r s②st❡♠s✿ ❛ ❣❡♥❡r❛❧
♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ♠♦❞❡❧❧✐♥❣✱ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ ✴✴
❆✉t♦♠❛t✐s✐❡r✉♥❣st❡❝❤♥✐❦✳ ✷✵✵✻✳ ❱✳ ✽✳ P✳ ✹✵✺✕✹✶✺✳

❬✶✶✷❪ ▼❡❧♥✐❦♦✈❛ ■✳❱✳✱ ❆✳ ❋✐❧✐♥❦♦✈✳ ❆❜str❛❝t ❈❛✉❝❤② ♣r♦❜❧❡♠s✿ ❚❤r❡❡
❆♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❈❤❛♣♠❛♥✲❍❛❧❧✱ ❈❘❈✱ ✷✵✵✶✳

❬✶✶✸❪ ▼❡rt③✐♦s ❇✳●✳✱ ❈❤r✐st♦❞♦✉❧♦✉ ▼✳❆✳✱ ❙②♠♦s ❇✳▲✳✱ ▲❡✇✐s ❋✳▲✳ ❉✐r❡❝t
❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐t② t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r s✐♥❣✉❧❛r
s②st❡♠s ✴✴ ■❊❊❊ ❚r❛♥s✳ ❆✉t✳ ❈♦♥tr♦❧✳ ✶✾✽✽✳ ❆❈✲✸✸✳ P✳ ✼✽✽✕✼✾✵✳

❬✶✶✹❪ ▼✉❡❧❧❡r P✳❈✳ ▲✐♥❡❛r ❝♦♥tr♦❧ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❞❡s❝r✐♣t♦r s②st❡♠s ✴✴
✶✹t❤ ❚r✐❡♥♥✐❛❧ ❲♦r❧❞ ❈♦♥❣r❡ss✱ ❇❡✐❥✐♥❣✱ P✳❘✳ ❈❤✐♥❛✳ ✶✾✾✾✳ P✳ ✸✶✕✸✻✳

❬✶✶✺❪ ▼✉❡❧❧❡r P✳❈✳ ❙t❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❞❡s❝r✐♣t♦r
s②st❡♠s✿ ❆ s✉r✈❡② ✴✴ ❆♣♣❧✳ ▼❛t❤✳ ❆♥❞ ❈♦♠♣✳ ❙❝✐✳ ✶✾✾✽✳ ❱✳ ✽✱ ◆ ✷✳
P✳ ✷✻✾✕✷✽✻✳

❬✶✶✻❪ ▼✉❧❧❡r P✳❈✳ ❙t❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❧✐♥❡❛r ♠❛❝❤❛♥✐❝❛❧ s②st❡♠s ✇✐t❤ ❤♦❧♦♥♦♠✐❝
❝♦♥str❛✐♥ts ✴✴ ❆♣♣❧✳ ▼❡❝❤✳ ❘❡✈✳ ✶✾✾✸✳ ❱✳ ✹✻✱ ◆ ✶✶✱ ♣❛rt ✷✳ P✳ ❙✶✻✵✕
❙✶✻✹✳

❬✶✶✼❪ ❘❛❜✐❡r P✳❏✳✱ ❘❤❡✐♥❜♦❧❞t ❲✳❈✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s
♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧✲❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❍❛♥❞❜♦♦❦ ♦❢ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❆♥❛❧②s✐s✳
❱✳ ❱■■■✳ ❆♠st❡r❞❛♠✱ ✷✵✵✷✳
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❬✶✶✽❪ ❘✐❛③❛ ❘✳✱ ❚✐s❝❤❡♥❞♦r❢ ❈✳ ◗✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ ♠❛tr✐① ♣❡♥❝✐❧s ❛♥❞
❉❆❊s ❛r✐s✐♥❣ ✐♥ ❝✐r❝✉✐t ❞②♥❛♠✐❝s ✴✴ ❉②♥❛♠✐❝❛❧ ❙②st❡♠s✳ ✷✵✵✼✳ ❱♦❧✳
✷✷✱ ◆♦✳ ✷✳ P✳ ✶✵✼✕✶✸✶✳

❬✶✶✾❪ ❘✐❛③❛ ❘✳✱ ❚✐s❝❤❡♥❞♦r❢ ❈✳ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧
❛♥❞ ♠❡♠r✐st✐✈❡ ❝✐r❝✉✐ts ✇✐t❤ ♣✉r❡❧② ✐♠❛❣✐♥❛r② ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ✴✴ ■♥t✳ ❏✳
❈✐r❝✳ ❚❤❡♦r✳ ❆♣♣❧✳ ✷✵✶✸✳ ➑ ✹✶✳ P✳ ✷✼✸✕✷✾✹✳

❬✶✷✵❪ ❘♦s❡♥❜r♦❝❦ ❍✳❍✳ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❞②♥❛♠✐❝❛❧ s②st❡♠s
✴✴ ■♥t✳ ❏✳ ❈♦♥tr✳ ✶✾✼✹✳ ❱✳ ✷✵✳ P✳ ✶✾✶✕✷✵✷✳

❬✶✷✶❪ ❙❤❝❤❡❣❧♦✈❛ ❆✳❆✳✱ P❡tr❡♥❦♦ P✳❙✳ ❙t❛❜✐❧✐③❛❜✐❧✐t② ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s t♦
❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧✲❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s ✴✴ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢
▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡s✳ ✷✵✶✹✳ ❱♦❧✳ ✶✾✻✱ ➑✹✳ P✳ ✺✾✻✕✻✶✺✳

❬✶✷✷❪ ❙❤✐❡❧❞s ❉✳◆✳ ❋❡❡❞❜❛❝❦ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝❧❛ss ♦❢ s✐♥❣✉❧❛r ♥♦♥❧✐♥❡❛r
s②st❡♠s ✴✴ ■▼❆ ❏✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❈♦♥tr♦❧ ✫ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ✶✾✾✸✳ ❱✳ ✶✵✳
P✳ ✸✵✺✕✸✷✷✳

❬✶✷✸❪ ❙✐❞♦r♦✈ ◆✳✱ ▲♦❣✐♥♦✈ ❇✳✱ ❙✐♥②ts②♥ ❆✳✱ ❋❛❧❛❧❡❡✈ ▼✳ ▲②❛♣✉♥♦✈✲
❙❝❤♠✐❞t ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❉♦r❞r❡❝❤t
❍❛r❜♦✉♥❞✿ ❑❧✉✇❡r ❆❝❛❞❡♠✐❝ P✉❜❧✐s❤❡rs✱ ✷✵✵✷✳

❬✶✷✹❪ ❙t②❦❡❧ ❚✳ ❖♥ ❝r✐t❡r✐❛ ❢♦r ❛s②♠♣t♦t✐❝ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧✲
❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s ✴✴ ❩✳ ❆♥❣❡✇✳ ▼❛t❤✳ ▼❡❝❤✳ ✷✵✵✷✳ ❱♦❧✳ ✽✷✱ ➑ ✸✳
P✳✶✹✼✕✶✺✽✳

❬✶✷✺❪ ❙✈✐r✐❞②✉❦ ●✳ ❆✳✱ ❋❡❞♦r♦✈ ❱✳ ❊✳ ▲✐♥❡❛r ❙♦❜♦❧❡✈ ❚②♣❡ ❊q✉❛t✐♦♥s
❛♥❞ ❉❡❣❡♥❡r❛t❡ ❙❡♠✐❣r♦✉♣s ♦❢ ❖♣❡r❛t♦rs✳ ❱❙P✱ ❯tr❡❝❤t✱ ✷✵✵✸✳

❬✶✷✻❪ ❚❛❦❛❜❛ ❑✳✱ ▼♦r✐❤✐r❛ ◆✳✱ ❑❛t❛②❛♠❛ ❚✳ H∞ ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r ❞❡s❝r✐♣t♦r
s✐st❡♠s ✖ ❛ ❏✲s♣❡❝tr❛❧ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✴✴ Pr♦❝✳ ♦❢ t❤❡ ✸✸t❤
❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❉❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♥tr♦❧✳ ▲❛❦❡ ❇✉❡♥❛ ❱✐st❛✱ ❋❧♦r✐❞❛✱
❉❡❝❡♠❜❡r ✶✾✾✹✳ P✳ ✷✷✺✶✕✷✷✺✻✳
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❬✶✷✼❪ ❚❛❦❛❜❛ ❑✳ ❘♦❜✉st H2 ❝♦♥tr♦❧ ❞❡s❝r✐♣t♦r s②st❡♠ ✇✐t❤ t✐♠❡ ✈❛r②✐♥❣
✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✴✴ ■♥t✳ ❏✳ ❈♦♥tr♦❧✳ ✶✾✾✽✳ ❱✳ ✼✶✱ ➑ ✹✳ P✳ ✺✺✾✕✺✼✾✳

❬✶✷✽❪ ❚✐s❝❤❡♥❞♦r❢ ❈✳ ❖♥ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ✐♥❞❡①✲✶
tr❛❝t❛❜❧❡ ❛♥❞ q✉❛③✐❧✐♥❡❛r ✐♥❞❡①✲✷ tr❛❝t❛❜❧❡ ❉❆❊s ✴✴ ❈✐r❝✉✐ts ❙②st❡♠s
❙✐❣♥❛❧ Pr♦❝❡ss✳ ✶✾✾✹✳ ❱♦❧✳ ✶✸✱ ➑ ✷✕✸✳ P✳ ✶✸✾✕✶✺✹✳

❬✶✷✾❪ ❚r❡❢❡t❤❡♥ ▲✳◆✳✱ ❚r❡❢❡t❤❡♥ ❆✳❊✳✱ ❘❡❞❞② ❙✳❈✳✱ ❉r✐s❝♦❧❧ ◆✳◆✳
❍②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ st❛❜✐❧✐t② ✇✐t❤♦✉t ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ✴✴ ❙❝✐❡♥❝❡✳ ✶✾✾✸✳ ❱♦❧✳
✷✻✶✳ P✳ ✺✼✽✕✺✽✹✳

❬✶✸✵❪ ❱❛♥ ❉♦♦r❡♥ P✳▼✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❡✐❣❡♥str✉❝t✉r❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❧✐♥❡❛r
s②st❡♠s t❤❡♦r② ✴✴ ■❊❊❊ ❚r❛♥s✳ ❆✉t✳ ❈♦♥tr♦❧✳ ✶✾✽✶✳ ❱✳ ❆❈✲✷✻✳ P✳ ✶✶✶✕
✶✷✾✳

❬✶✸✶❪ ❱❛♥ ❉♦rss❡❧❛❡r ❏✳▲✳▼✳ Ps❡✉❞♦s♣❡❝tr❛ ❢♦r ♠❛tr✐① ♣❡♥❝✐❧s ❛♥❞
st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ✴✴ ❇■❚✳ ✶✾✾✼✳ ❱♦❧✳ ✸✼✱ ◆♦✳ ✹✳ P✳ ✽✸✸✕✽✹✺✳

❬✶✸✷❪ ❱❛r❣❛ ❆✳ ❖♥ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ♦❢ ❞❡s❝r✐♣t♦r s②st❡♠s ✴✴ ❙②st✳
✫ ❈♦♥tr♦❧ ▲❡tt✳ ✶✾✾✺✳ ❱✳ ✷✹✳ P✳ ✶✸✸✕✶✸✽✳

❬✶✸✸❪ ❱❡r❣❤❡s❡ ●✳❈✳✱ ▲❡✈② ❇✳❈✳✱ ❑❛✐❧❛t❤ ❚✳ ❆ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ st❛t❡✲s♣❛❝❡
❢♦r s✐♥❣✉❧❛r s②st❡♠s ✴✴ ■❊❊❊ ❚r❛♥s✳ ❆✉t✳ ❈♦♥tr♦❧✳ ✶✾✽✶✳ ❱✳ ❆❈✲✷✻✳ P✳
✽✶✶✕✽✸✶✳

❬✶✸✹❪ ❲❛♥❣ ❍✳✲❙✳✱ ❨✉♥❣ ❈✳✲❋✳✱ ❈❤❛♥❣ ❋✳✲❘✳ H∞ ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r ♥♦♥❧✐♥❡❛r
❞❡s❝r✐♣t♦r s②st❡♠s✳ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❙❝✐❡♥❝❡s✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✵✻✳

❬✶✸✺❪ ❲❛♥❣ ❨✳❨✳✱ ❋r❛♥❦ P✳▼✳✱ ❈❧❡♠❡♥ts ❉✳❏✳ ❚❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♣r♦♣❡rt✐❡s
♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r q✉❛❞r❛t✐❝ r❡❣✉❧❛t♦rs ❢♦r s✐♥❣✉❧❛r s②st❡♠ ✴✴ ■❊❊❊ ❚r❛♥s✳
❆✉t♦♠❛t✳ ❈♦♥tr♦❧✳ ✶✾✾✸✳ ❱✳ ✸✽✳ P✳ ✾✻✕✶✵✵✳

❬✶✸✻❪ ❲❡♥ ❳✳❈✳✱ ▲✐✉ ❨✳◗✳ ❙t✉❞② ♦♥ r♦❜✉st st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❝❧❛ss ♦❢
❝♦♥t✐♥✉♦✉s✲t✐♠❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥ s✐♥❣✉❧❛r s②st❡♠s ✴✴ ▲❡❝t✉r❡s ◆♦t❡s ✐♥ P✉r❡
❛♥❞ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✳ ✶✾✾✻✳ ❱✳ ✶✼✻✳ P✳ ✸✼✼✕✸✽✶✳
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❬✶✸✼❪ ❲✉ ❍✳✱ ▼✐③✉❦❛♠✐ ❑✳ ❙t❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ r♦❜✉st st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r
❞❡s❝r✐♣t♦r s②st❡♠s ✇✐t❤ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✴✴ Pr♦❝✳ ♦❢ t❤❡ ✸✸t❤ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡
♦♥ ❉❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♥tr♦❧✳ ▲❛❦❡ ❇✉❡♥❛ ❱✐st❛✱ ❋❧♦r✐❞❛✱ ❉❡❝❡♠❜❡r ✶✾✾✹✳
P✳ ✷✼✼✷✕✷✼✼✼✳

❬✶✸✽❪ ❲✉ ❏✳✱ ▲✉ ●✳✱ ❲♦ ❙✳✱ ❳✐❛♦ ❳✳ ❊①♣♦♥❡♥t✐❛❧ st❛❜✐❧✐t② ❛♥❞
st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❞❡s❝r✐♣t♦r s②st❡♠s ✇✐t❤ ❞✐s❝r❡t❡ ❛♥❞
❞✐str✐❜✉t❡❞ ❞❡❧❛②s ✴✴ ■♥t✳ ❏✳ ❘♦❜✉st ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❈♦♥tr♦❧✳ ✷✵✶✸✳ ❱♦❧✳
✷✸✱ ➑ ✶✷✳ P✳ ✶✸✾✸✕✶✹✵✹✳

❬✶✸✾❪ ❨❛♥❣ ❈✳✱ ❩❤❛♥❣ ◗✳✱ ❩❤♦✉ ▲✳ Pr❛❝t✐❝❛❧ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞
❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❞❡s❝r✐♣t♦r s②st❡♠s ✴✴ ■♥t✳ ❏✳ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞
❙②st❡♠s ❙❝✐❡♥❝❡s✳ ✷✵✵✺✳ ❱✳ ✶✺✱ ➑ ✸✕✹✳ P✳ ✹✺✺✕✹✻✺✳

❬✶✹✵❪ ❨✐♣ ❊✳▲✳✱ ❙■◆❈❖❱❊❈ ❘✳❋✳ ❙♦❧✈❛❜✐❧✐t②✱ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ♦❜s❡r✈✲
❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞❡s❝r✐♣t♦r s②st❡♠s♠ ✴✴ ■❊❊❊ ❚r❛♥s✳ ❆✉t♦♠✳
❈♦♥tr♦❧✳ ✶✾✽✶✳ ❆❈✲✷✻✳ P✳ ✼✵✷✕✼✵✼✳

❬✶✹✶❪ ❨♦♥❣q✐♥❣ ▲✳✱ ❨✉❛♥q✐♥❣ ▲✳ ❙t❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r s✐♥❣✉❧❛r
s②st❡♠s ✴✴ Pr♦❝✳ ♦❢ t❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❈♦♥tr♦❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡✳ P❤✐❧❛❞❡❧♣❤✐❛✱
P❡♥♥s✐❧✈❛♥✐❛✱ ❏✉♥❡ ✶✾✾✽✳ P✳ ✷✺✸✷✕✷✺✸✸✳

❬✶✹✷❪ ❩❤❛♥❣ ◗✳▲✳✱ ❳✉ ❳✳❍✳ ❘♦❜✉st st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡s❝r✐♣t♦r s②st❡♠s
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